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precuiE §(i a unor tabele, a cäror aaslizä conduce la desclfra- 
TeB uaor lagita'Jl la studlui f^^aoiseaaloi* ast 2 :*oaoaii.ce • 

Spre deoeebired« lacrärt ca-pBM cercete- 

Te ftlin’tif'icM, Sa iucparea.^ p3C!©Piizla calculeloa; aume- 

rice nu este H® aceeSf; am admiß öb^inered ßplutii- 

lor ca diferite precijsii §i sintern de pärere'cä §i cei oe ‘vor 
foloßi preaenta culegere vor pütea rotWji dateie exacts'^^^ 
exercitiile §i problemele formu^te, fire§te, ip lateriorul 
uaor limite rationale/ ' 

_ Aceastä alttop la programele 

de calcul, a car^' .includere^^.^'^ are §1 bco~ 

pul de a vepi^rSa ajutorul ceior: d initiazä in cercetarea 

aBtronomlcBy la cadi*ul cercului studen'l^esc sau al 

elaborärii lucrärilor de diplomä. Programele sint elaborate 
pentru microcalculatoare, in limbajul BASIC* 

Resultat aluneicolaboräri.colegiale de mal multi ani, 
volumul a fost redactst astfei? coordoaares §i capitolele III, 
VT, ?II ^ de prof • dr* i* Pdl , capitolele VHI-X? - de lect-. dr, 
V. tJrecbe , capitolele I, II, CT, V -.de lect* dr^^ 
programele de calcul de cercet. §t * dr* T* Oproiu. 

Autorii ffiultumeec §i pe aceastä cale cercetätorului Prin¬ 
cipal dr. i * fodoran, cefcetatp^l^l. ^tlin^ific dr, V, Mloc 
analietului programator B* Psrv peatru vaXol^aseTa^-^Xor j&bser — 
vatii §± ßugestii exprimete iafvederea imbuaätätirii continu- 
tului lucrärii* ^ - 

- ‘ ' -7 . ' . AUTORII 
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P R E P A T i 


Bxercitiil® problemele sint menite sä facilitese in«- 
gu§irea cürsului predat, representind aprofundärj ale baselor 
teoretice ale astronomlei, iar programele de calcul inlesnesc 
efectuarea uaor calcule mai laborioase epecifice acestei dis- 
cipline. 

Lucrsrea de fatä urmeazä ordinea continutul capitole- 
lor manualului publicat de A. Päl V. Ureche: Astronomie 
(Editura didacticä pedagogicä, Bucure^ti, 1983), adresat 
ßtudentilor facultätilor eau sectülo^" de matematicä ale u- 
•niversitätilor din potrivit cu planul de invätnmint in 

vigoare* Exceptie face cspitolul I. care cuprinde notiuni 
formule necesare ln unele capitole, din geometria pe sferä 
§i trigonometria sferica* 

Piecare capitol al culegerii contine exercitü si Pro¬ 
bleme rezolvate de autori, pentru a explica* pfin exemplele 
alese, continutul mai dificil al chestiunilor teoretice din 
manual; ^ste, de asemenea, propue pentru recolvare individua- 
lä un numär minim de probleme« la care am dat numai raspunRu^. 
iar in unele casuri §1 indicatü pentru eolutionarea lor. 

Voltimul cuno§tintelor inglobate in exemplele noastre d ;- 
ferä de la un capitol la altül, aceaste si in functie de 
dul de completitudine a explicatiilor continute in diversere 
pärti ßl® manualului la care be referim. 

Autorii au socotit utilä prezentarea unor figuri mstema'- 
tice, care i§i au rolul cunoscut in rezolvarea problemelor. 
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P A R T E A 


i R T S I 


EXERCIfll g l PROBLEME 
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CAPITOLÜL I 


BLEMKNTE DE GEOMEgRIE ?E SPERi S I DE TRIGOWOMETHIE SPERICÄ 


1.1 Cai« axnt eleaentele de bazä ale geonetriel sferice ?~j 

R ä s p u n s : Geometria efericä se ocupa cu studiul figurilor 
de pe o sferä. Dreptelor ?! segmentelor de dreaptä din geome- 
tria plana 2,u r^eepund cercuri §i arce de cercuri pe eferS, 
Deoeeblm' 

- cercuri siari, ale cäror plane trec prin centrul sferei; 

- cercuri mici, alt cäror plane nu trec prin centrul sfe¬ 
rei. 


Prin douä puncte ale sferei trece un cerc mare §i numai 
unul, dacä cele douä puncte nu sint diametral opuee. In ade- 
vär, prin doua puncte A, B de pe sferä §i prin centrul 0 tre¬ 
ce un plan unic dacä punctele A, 0 §1 B nu sint coliniare. In- 
tersectla acestui plan cu sferä deterainä cercul mare ce tre¬ 


ce prin A §i B (fig.l.l). 

P 



Fig.1.1,,, Cercuri pe sferä. 


Diametrul sferei per- 
pendicular pe planul unul 
cerc intereecteazä suprafa- 
ia sferei in douä puncte nu- 
mite polii cercului. 

Douä cercuri mara de 
pe aceea§i sferä se inter- 
secteazä intotdeauna in do¬ 
uä puncte diametral Opuse. 
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Unghiul formst de douä arce de pe sferä, care se Inter- 
secteazä intr-un punct, este, prin defini-^ie, unghiul (:^ 180 '’) 
jO-, . de tangentele duse le cele douä arce in punct ul lor de 
inxersec-^ie. In particular, mäsura unghiului sferic APE (fig. 
1.1) eete egalä cu: 

- mäsura unghiului diedru al planelor PAP^ PBP’; 

- mäsura arcului AB de pe cercul mare ai carui poli sint 
P si - 

Mäsura unui arc de cerc mic de pe sferä se poate exprima 
cu ajutorul mäsurii arcului de cerc mare. Pentru a arata e- 
cest lucru, sä consideräm cercul mic cu centrul in C §i care 
are planul paralel cu planul cercului AB cu centrul in 0. Ger- 
curile mari PAP’ §i PBP’ determinä pe cercul mic arcul DE, 
Avem: 

mäsCDE) = CD-mäsCDCE) 1 

mäß(AB) = OA-mäs(AOB) mäsCDE)/mä8 (a 3) = ^ ^ = cos S 

j OA OB 

maß(DCE) = mäs(ACB) j 
§1 atunci putem scrie: 

mäs(DE) ~ mäs(AB) • cos S • (1.1) 

PuBUl sferic este figura 
de pe sferä f^ormata din doua 
semicercuri roari ale cäror ex~ 
tremitä-^i coincid cu extreinita- 
tile diametrului lor comun (fig. 
1.2). Elementele fueului sferic 
eint: 

- douä laturi, ABA’ §i AGA’, 
de 180*^ fiecare; 


A 



P’ig.l.B. Fusul sferic. 
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douä un^hiuri congruentti, A §i A’. 

Datä fiind mäsura unghiului Ä al fusului eferic de pe 
sfere de r&zä R, ee poate determtaa aria fusului, utilizlnd 
regula de trei sinplä, @1 aaume: la aaghlul cu mäsura 23C co~ 
respuude aria 4irE2, iar la mäs(Ä) corespunde aria S^j rezultä: 

= (4arR^/(2jr)) . mäs(A) = 2R^mäs(i) , ( 1 , 2 ) 

care ezprimä faptul cä aria fusului sferic este proportionalä 
ou mäsura unghiului säu. 

foligonul eferic e^e figura de ^ sferä märginitä de 
arce de cerc mare (laturile poligonului) mai mici de 180° §i 
limitate de intersectiile lor conseoutive. 

Un poligon eferic se nume§te convex dacä este situat de 
aceeasi parte in raport cu fiecare din cercurile mari cärore 

le apartin laturile eale. ln cas contrar. poligonul se numeg- 
te concav. 


1 . 2 , 


Ce este triunghiul sferic ? 


— Bferic este cel mal aimplu poligon 

s£ ^ic convej^ Elementele triunghiului sferic sint: trei 3 a- 
turi a, b, c^ ei trei unghiuri A, B, C Xfig.1.3), fiecare din 
acestea fiind mai mici de 180° (triunghiurl euleriene). 

Dacä un unghi al triunghiului eferic este de 90°, triun-''^ 
ghiul se numeete dreptunghic. (Priunghiul sferic care are o 
laturä de 90° se numeete rectilater. Existä triunghiuri efe- 
rice tridreptunghice ei trirectilatere (exemplu: triunghiul 
format de ecuator ei douä meridiane perpendiculare intre eie). 


9 



Pig.1.3. Triunghiul sferic. Pig. 1 . 4 . Triunghiul polar al 

unui triunghi Bferic dat. 

Unind virfui'Ue xi., B, 0 ale triunghiului sferic ABC cu cen- 
trul 0 al sferei de razä R, se ob^ine triedrui OABC corespunzä- 
tor triunghiului eferic ABC. 

intre fetele triedrului §i laturile triunghiului eferic 
existä rela-tiile: 

mäsCAOB) a mäsCc) , 
mäs(BOC) = mäs(a) , 
mäeCAOC) = mäs(b).. 

Un unghi al triunghiului sferic, de exeiaplu cel din A, es¬ 
te definit de tangentele duse in A la arcele de cerc AB §i AC. 
Deoarece aceete tangente eint perpendiculare pe OA, rezultä cä 
eie formeazä tocmai unghiul plan al diedrului definit de fötelr 
AOG §i AOB, In baza proprietätilor generale ale triedrului, de- 
ducem cä: . * 

1) 0 laturä a triunghiului sferic este mai raicä decit sumr; 
celorlalte doua; diferen'Ja a douä laturi este mai mica decit 
latura a treia: 




























IC 


B<b+c ; a-b<c. ( 1 . 3 ) 

2) Siuna laturilor iinui triunghi sferlc eete cuprinel iatre 
0° §i 360°: 

0°< a f b +c < 360° . . ( 1 . 4 ) 


1.3 


Ce eete triunghiul polar ? 


R ä s p u n s ; Triunghiul polar al unui triunghi sferlc dat ABC 
este triunghiul aferlc A'B'C* als cfirui laturi au ca poli vlr- 
furile triunghiului dat {fig.1.4). Vlrfurile A, B. C sint. rea- 
pectiv, polii laturiiop fi-C, A'CS B’A’. Laturil* triunghiu¬ 
lui polar eint euplemente ale unghlurilor corespunzätoare aie 
triunghiului dat @1 vioeverea. Pentru .justificarea acestei a- 
firmaVli. observgm (fig.1.4) c5: 

a'=B’E + EC’ -B'E+DC -DE.= 90° + 9C°-Ä .= If 0 ° - A . ( 1 . 5 ) 

in mod analog se ob^ine b’ c iec°- B ?i c ’ . 18C°- C 

Deoarece triunghiul polar al triunghiului sferlc A'B'C 
eete triunghiul ABC, arem: 

a = 180°-A' 1 f A’ m 180°-8 

b = 180°-B' ^ < B' « 160°-b (1.6) 

C * 180°- C'J C » 180°-c . 

Din relatiile (1.5) gi (1.6).pezultA oS dac£ triunghiul 

dat este dreptunghic, atunci triunghiul säu'p'olar es 

later §i inverß. t _ 

Pornind de la Ine^alltatea (1.3) ßcrisS pentru triuriiD^iul 
ßferic A’B’C’: a’^ b’ c’ §i^tiöind seama de relatfiile de 

tipul (1.3), se Obtine 180^-A < 180®-B + 180^-C V sau: 
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B^c c . (1.7 J 

Pomlnd de la inegalitä^ile (1.4) Bcriae pentru triun^’ihlui 
A^B’C* §1 (1.5), obtinerc: 0® < 18C^'- 

- Ä100^^ C < 360^ , sau: 

: 'V 180®< C <540^ . (l.B) 

BlfereatÄt 

e 

»e Dujse^te excee ßferic §i eete o proprietate caracterlfüica a 
triun,ghiului ßferic. Intr-^edevär^ A + B -t C « 180^+ £ CE > 0^), a- 
dicÄ euma unghiuriior trlun^biulUi sferic ABC este mal mare de- 
clt 180^. 


SS e© deducS foiroula pentru aria triunghiului ßferic 

ABC. 


Aria triunghiului eferic ABC de pe sfera de 
razS R (fig.l.5) ßß poate 
deduce u§or, decä obperv'lni 
cä suina ^riilor celor tr6;i 
- öferice (AA’> BB’ . CC») 
care au drept unghiuri un- 
ghiurile triunghiului Pfe- 
dat acoperä emißfera 
ibilfi a Bferei plan de 
douä ori aria a triun¬ 

ghiului ßferic dat. 'J’lnind 
seajna §i de faptul cS aria 


Fig.l.5. Pentru detenninarea 
ariei triunghiului sferic. 
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fusulüi sferic eats data de (1.2), rezultä: 

2 R2ijiäa(Ä) +2E^äs(fi) + 2E^mäs(C) - 2S^^ = 2JtR^ , 

sau: S^Cmäed) +mäs(B) +inäs(C) - = S^j, , de unde, utlli- 

zxnd nota^ia (l*9)s se ob'feirie: 

®ABC = = (!JCr2/180°)6 . (1,10) 

Dacä fi s 1, rezultÄ cä E = • 

1.5 [ SalTdeducä formlele oe exprlmä teoremele coslnueu- 

lux, sinusului §i formula celor cincl elemente refe- 

ritoare la laturile triunghlulul aferic ABC (formulele lui 
j Gauss). 



Se considerä trlunghiul sferic ABC de pe sfe- 

ra CU centrul in 0 
§i de razä unitate 
(R=l), Alegem sis- 
temul trirectangu¬ 
lar de referln^ä 
öxyz eßtfel incit 
axa Öz sä intersec- 
n’ rir- 


Fig.l.S, ?entru dedueerea formu 
de baza al« tj'igonometriei afsrioe. 


de pozi^ie ai virfu- 


- 13 - 


rllor trlunghiului eint: (0, 0, 1) ; (sine, 0, cosc) ; 

e^CsinbeosA, einb sin A, coeb). 

Päcind produeul scalar al vectorilor unitari el, si el. 

r. ^ 3 * 

obtinems 

c©s(?j^,^) « cos b cos c ein b ein c coe A , 

sau: 

COS a SS cos b cos c + ein b sin c cos A . 




(l.il) 


(l.llM 

( 1 . 11 ») 


In mod analog se ob^in §i formulele: 

cos b » coe a cos c sin a sin c cos B , 
cos c e coe a cos b + sin a sin b cos C . 

Aceete formule reprezintä tfeorema cosinueului referitoare la 
laturile triunghiului sferic ABC. 

Inmul-Jind (1.11) cu cosc §i adunind membru cu membru la 
rela^ia (1.11*), efectuind reducerile §i impärtind prin sine 
relatia rezultatä, se ob^ine: 

(^in a cos B * cos b sin c - sin b cos c cos A (1.12) 

In mod analog se ob"^in inca douä rela'^ii ce reprezintä, 
impreunä cu (1.12), formulele celor cinci elemente referitoa¬ 
re la laturile unui triunghi sferic^ABC. 

Din (1.11) rezultäi 

cos A « (cos a ~ cos b cos c)/(sin b sin c) . 

Ridicind aceasta rela^ie la pätrat,. scazind fiecare membru al 
egalitä'Jii din 1 §i impär'^ind prin sin^a fiecare membru al 
relatiei rezultate, se ob-Jine: 

sin^A/sin^a » (1 - cos^a - cos^b - cos^c + 

+ 2 cos a cos b cos c)/(sin^a sin^b ein^c ) . 

Avind in vedere faptul cä membrul din dreapta al acestei rela- 




















- 14 


tii este o tiinctie simetricä in raport cu a, b, c, rezultä cä; 

sinA/sioa = ein B/sin b = sin C/sin c . (1.13 ) 

Aceste formule reprezinta teorema sinusulul referitoare la ia~ 
turile unui triunghi sferic ABC. 

Helatiile: 


cos a = cos b cos c -f- ein b sin c cos A . 

sin a cos B = cos b sin c - sin b cos c cos A , (1,14) 

sin a sin B = sin b sin A 

constituie formulele fundamentale ale trigonometriei sferice 
el poarta numele de formulele lui Gaues. 

Prin permutarea circularä a literelor din (1.14) ee obtin 
trei grupe de relatii fundamentale: 


cos a 5= cos b coB c ^ sin b sin c cos A , 
(I) cos b s cos c cos a 4- sin c ein a cos B , 

cos c = cos a cos b -f sin a sin b cos 0 ; 


(II) 


sin a cos B 
sin a cos C 
sin b coa C 
sin b cos A 
sin c cos A 
sin c cos B 


cos b sin c - sin b qos c cos A , 
cos c sin b - sin c cos b cos A , 
cos c sin a - sin c cos a cos B , 
cos a sin c ~ sin a cos c cos B , 
cos a sin b -« sin a cos b cos C , 
cos b sin a - sin b cos a cos C ; 


(III) 


sin a ein B 
sin b Bin C 
sin c sin A 


« sin b sin A , 
« sin c sin B , 
sin e sin C . 


introaucerea elementelor auxiliare m 
de relatiile! 


§i M , date 
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tgM tg b cos A , 
m = cos b/coB M = sin b cos A/ein M 


(1=15) 


(deduse din nota^üle: cos b = m cos M §i sin b coe A = m ein M) 1 
primele douä formule din (1.14) se transformä in douä expiteell 
calculabile prin logaritmi, §i anume; 


cos a = m cob(c - M) , 
sin a cos B = mBin(c-M) . 


( 1 , 16 ) 


1.6 


Sä se deducä formulele lui Gauss referitoare la un- 
ghiurile triunghiului sferic ABC. 


Rezolvare ; Scriind formulele lui Gauss (1.14) pentru 
triunghiul polar A’B*C* al triunghiului ABC §i ^inind seama 
de relatiile (1.5) §i (1.6), se ob^ine: 

• i v/ cos A = - cos B cos C + sin B sin C cos a , 

sin A cos b = cos B sin C f cos C sin B cos a , (1.17) 

ein A sin b ~ sin a sin B,. 

adicä formulele lui Gauss referitoare la unghiurile triunghiu-- 
lui sferic ABC. 

Obseryatic J Formulele lui Gaues pot fi deduse prin 
alte metode ca: metoda rotatiei axelor de coordonate, rnetoda 
matricialä, rnetoda vectorialä etc. 


1.7 
\ - 


Sä se particularizeze formulele lui Gauss pentru tx’i- 
unghiul sferic dreptunghic (Ä-90®). 
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R ä s p un e ; 


coB a « cos b cos c 
sin b sc' Bin a sin B = 
sin c = sin a sin C = 
cos B = cos b sin C = 
cos C SS cos c sin B = 


ctgB ctg C , 
tg c ctg C , 
tg b Ctg B , 
tg c ctga , 
tgb Gtga . 


1,8 


Sa se particularizeze formulele lui Gauss pentru tri- 
unghiul sferic rectilater (a = 90°). 


6 p u n s : cos A ^ - cos B cos C ss - ctg b ctg c , 

sin B « sin A sin b s= tg C ctg c , 

sin C 8= sin A sin c = tg B ctg b , 

cos b = cos B ein c « - tg C ctg A , 

cos c = cos C Bin b = -tgBctgA. 


1.9 


Sä se deducE formulele pentru cos(A/2) , sin(A/2) , 
cos((A-B)/2), sin((A~B)/2), co8((A+B)/2), sin((A+B)/2) 
in fimctie de laturi, folosind notatie a+b + c=2p (for- 
mulele lui Delambre). > 


Rezolvare : Din formula ooalnuBului deducem u§or: 

cos A = (cos a - cos b cos c)/'(Bin b sin c) . 

Päcind combinatiile 1 + cosA = 2 cos^(A/2 ) gi analog -1-_cob A = 
2 

= 2 sin (A/2), obtinem pe A/2 cu ajutorul formulei:- 

1 + cosA = (cos a ~ cos(b*fc))/(sinb sin c) =s 
= 2sinpsin(p-a)/(Binbsinc) , 

unde am introdus notatia a*fb+c=2p. 
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Atunci obtinem^imediat: 

cos(A/2) «4- y^Äop sin c) , (1,18) 

deoarece Ä< 180^ implicä A/2^ $0^ ^i cos(A/2) >0. 
in ffiody^ptnalog se obtine formula: 

sinXA/2) = 4 \rsln{p"-b) ßin(p--c)/{8inb sin c) (1.19) 

9 i, prin permutäri circulare, formule analoge pentru unghiu- 
rile B/2 §i C/2. 

Din formulele (1.18), (1.19) §i dln formulele similare 
pentru celelalte unghiuri se deduce u§or: 

cos {A/2) cos (B/2) « (ein p/sin c) sin{C/2) , 
sin(A/2) sin(B/2) = (sin(p-c)/sin c) sin(C/2) , 

de unde, adunind membru cu membru §i tinind seama de faptul 
cä 2p = a + b 4 c , ob-^inem: 


cos((A~B)/2) = (oin((a+b)/2)/8in(c/2)) ßin(C/2) . (1.20) 

Formulele pentru C08((A4B)/2), ßin((A~B)/2) §1 8in({A4B)/2) 

se ob^in in mod analog. Acestea reprezintä formulele lui De¬ 
lambre, care se scriu de regulä sub forma: 


cob((A-B)/ 2)/8in(C/2) = sin((a4b)/2)/sin(c/2) , 
cos((A'fB)/2)/8in(C/2) = cos((a+b,)/2)/coß(c/2) , 

( 1 . 21 ) 

sin({A-B)/2)/cos(C/2) - 8in((a-b)/2 )/ßin(c/2) , 
ein((Ä4B)/2 )/co 8{C/2 ) « coß((a-b)/2)/cos(c/2) . 


1.10 


Sä se deducä formulele pentru tg((A-B)/2)/ctg(C/2). j 
tg{(A4B)/2)/tg(C/2) in functie de laturi §i fonru- ; 
leie pentru tg((a-^b)/2)/tg(c/2) , tg((a4b)/2)/tg(c/2) in ! 
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j func^ie de unghiuri (formulele lui Nepsr). 


Re zo 1 vare ; Din formulele lui Delambre (1.21), prin im- 
pärtire, obtinem: 

tg{(A-B)/2)/ctg(C/2) * sin{(a-b)/2)/sin((a4-b)/2) , 
tg((A+B)/2)/tg(C/2) « cos{(a-b)/2)/coß((a+b)/2) , ^ 

tg((a-b)/2)/tg{c/2) = sin((A-B)/2)/Bin((A+B)/2) , 
tg((a+b)/2)/tg(c/2) = cos((A-B)/2)/cos((A+B)/2) , 

care eint formulele (eau analogiile) lui Reper (sau Rapier). 


1.11 


Sä ee exprime excesul aferic £ in func^ie de latu- 
rile triunghiului sferic (formula lui L’Huillier). 


Hezolvare s Vom considera §i utiliza urmätoarea formulä 
din trigonometria plana: 

tg((x~y)/2) = (sinx - ein y )/(cos X + cos y) . 
Deoarece avem: 

tg(6/4) = tg((A-t-B-fC-3rC)/4) = tg(((A+B)/2 - (IT-C)/2 )/2) , 
pentru x= (A+B)/2 §i y *= (7r-G)/2 , rezultä u§or: 

tg(e/4) = (8in((A+B)/2)-coB(C/2))/(coe((A-fB)/2)+sin(C/2)). 

inlocuind in aceastä relatie ßin((A+B)/2) §i cos((A+B)/2) 
prin expresiile date de formulele lui Delambre fl.21), ob'fci- 
nem dupa calcule simple: 

tg(£/4) « (2 Bin((a-b-fc)/4) sin((c-B+b)/4)/(2 cos((a+b-f 
•K5 )/4) cos({a+b-c)/4)))<l/tg(C/2)) . 

Exprimind tg(C/2) cu aoutorul formiilei corespunzätoare ce se 
obtine din (1.18) §i (1.19), relatia de mai sub devine: 
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tg(g/4) = (Bin((p-a)/2)sln((p-b)/2)/(cos(p/2)cos((p-c)/2)))* 

. Vs^nTsin(p-cV(ei“(P-s) ®in(P-b)) • 

Rldicind la pätrat §i folosiad formula din trigonometria pla- 
nä Binx = 2 Bi)a(x/2) cos(x/2), rezultä: 

tg^(e /4) = tg(p/2) tg((p-a)/2) tg{{p-b)/2) tg((p-c)/2) , (1.23) 

care eete formula lui L'Huillier. 


1.12 


Sä se arate cä in cazul limitä, cind R—►■cn §i tri | 
unghiul sferic se apropie de un triunghl plan, teo- . 
remele einueului §i cosinueului sie trigonometriei sferice j 
ee traneformä in teoremele corespunzätoare din trigonome- j 
tria planä, iar din formula lui L’Huillier rezultä formula | 
lui Heron din trigonometria planä. _ j 


Re zolvare : Sä consideräm trei puncte din epatiu ce nu 

sint coliniare, A,B, C. Eie determinä un plan §i, in acest 
plan, un triunghi. In acelagi timp, existä o infinitate de 
sfere pe a cäror Buprafatä ee gäsesc cele trei puncte. Daca 
aceste sfere sint ordönate dupä märimea razelor. atunci cind 
r-».(B curburile reepective descresc §i triunghiul sferic ee 
apropie de un triunghi plan; unghiurile de pe sferä se apro¬ 
pie de unghiuri plane obignuite ei excesul sferic 6 devine 
oricit de mic. lungimile laturilor triunghiului plan, ä,b. 
au drept corespondente in triunghiul sferic arcele a/R, b/R, 
c/R, mäsurate in unitä^i de arc. 

Din dezvoltarea func^iilor trigohometrice sinus §i coei- 
nus in serii convergente, notind ä/R=qQ, b/R = q^), c/R= q^. ?i 
prin märimile ce tind la 0 odatä cu 1/R^, se obtine: 
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sinq^= q^-qJ/3! + ... = q^(l-q2/6+ , , 

ooe = 1 - q ^/2 + gg . 

Din teorema sinusurilor din trigonometria sfericä re- 
zultä: 

sin ot : sin p : sinf = S(1 - .q |/6 + s Hl - + S3) J 

. * ö(i -q^/e + - 

§i la limitä se ob^ine: 

ein 06 j sin ß 5 sin f* * b 1 c , (1.24) 

adicä teorema sinusurilor.din plana. 

Din teorema cosinusurilor din trigonometria sfericä se 
obtines 

1 - qg^/2 + =* (1 — q^/2 S ^) (1 - q^/2 4 ^ S ^) + 

^ ~ )(1 - ^ ^5 ^ ^ ’ 

de unde: 

-qf/a+Sg = -(q 2 ^q 2 )/ 2 - 

- (q^ " 1 - q ^)/6 + £ 3 ^ 5 ) cos oc 
§1 la limitä se ob*tine: 

—2 ”“2 —2 — — 

a = b + c - 2 b c cos 06 , (1.25) 

adicä teorema cosinusurilor din trigonometria planä. 

Dacä £n formula lui l'Huillier ,(1.23) functiile tangen- 
ta se inlocuiesc cu arcele unghiurilor, acestea' din urmä fi- 
Ind foarte mici, ob'^inem formula aproximativä: 

e/4 = (1/4) V (p/R)C( p-b)/r)(( p-b)/s)((p-F)/Rr. ' 

Utilisind expresia de mi seama de expre- 

^IBC P©J 3 tru aria tmul triunghi sferic, se ob^ine 

formula lui HerGti pentru trlunghiul plan; 
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^ABC * (8/4)’4R^ * Vp(p-a)(p-b)(p-c) . 


(1.26) 


1.13 


Sä se arate cä intr-un triunghi sferic echilaterel 
existä rela^ißs cos a « cos A/(l - cos A) . 


Rezolvar'e : Din ipotezä rezultä e « b * c . In aceste con- 
ditii, prima formula a lui Gauss (1.14) devine; 

2 2 

coe & B cos a + sin a cos A , 
din care deducem succeeiv; 

2 

coe e (1 - cos a) « (1 - cos a) cos A , 
cos B = (1 + cos a) cos A , 
coea(l-coeA) = cos A . 

De aici rezultä rela^ia cäutatä. 


1.14 


Sä se determine aria triunghiului sferic echilateral 
care are unghiurile de 75^. 


R g z o 1 V ax e : Din ipotezä avem A = B = C = 75^ = 55r/12 . Exce- 
ßul sferic ‘este EbA+B + C- TT = 3 • 5tlt/12 - JT = 7V/4 . 

Aplicind formula (1.10), gäsim aria triunghiului: 

Sabc = e • 


1.15 


§tiind cä aria unui triunghi; sferic dreptunghic 
isoscel este o treime din aria unui cerc mere al 
sierei, sä se calculeze unghiurile triunghiului. 


Conform ipotezei, avem Ab90^» BbC. Aria 


Re zolvare : 
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triunghiului sferic este atunci: 

s,, .. = S^(7C/2 +B -TC) = i?^(2B -3t/2) . 

A.jbü 

2 

Dar din ipotezg rezultä cä aceastä arie este egalä cu 3CR /3. 
Atunci putem scrie cä R^(2B - 7r/2) = 3rR^/3, de unde rezultä; 

B = {7t/3 +3C/2)/2 = 51/12 , 

sau, in grade, B = C=75°. 


! I.l6 I sä se determine lungimea laturii unui triunghi efe- 
' ' ric agezat pe o sferä ou raza R = 5iii, §tiind cä a = 

= 32°17*15'’. _ 

Rezolvare ; Calculäm a in secunde de arc (a"): 

32 ° = 32 • 3600" = 115 200" 

17’ = 17 • 60" = 1020" 

15" = 15" 

a” = 116 235" 

Dacä R este raza unui cerc §i oc numärul de radiani al 
unui arc de pe acel cerc, atunci lungimea arcului este: 

e = Rot . (1.27) 

Sä calculäai numärul de radiani al unui arc de 1", numär 
pe care-1 notäm ou 0 ). §tiind cä unui arc de 180° (= 648 000") 
ii coreepund 31 radiani, prin regula de trei simplä gäsim; 
ai = 7t/648 000 = 3,14159/648 000 = 1/206 265 rad. 
Atunci, dln (1.27), unde ot =a"aJ , calculäm imediat lun- 
gimea laturii a ; 

t, = Ra"a) = 5 • 116 235 • (1/206 265) = 2,817m . 
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CAPITOlUL II 


ASTROMOMIA SFERICÄ 


2.1 


Bnumerati punctele fundamentale de referinta de pe 
sfera cereaacä. 


R ä 8 p u n s ; Polul nord al lumii (P), polul sud al lumii 
(P'); zenitul (Z), nadirul (Z'); punctul Cardinal aud (S), 
punctul Cardinal nord (R), punctul Cardinal eet (E), puno- 
tul Cardinal vest (V); polul nord ecliptic (n) , polul sud 
ecliptic (TT') ; punctul vemal («T = punctul echinoctiului de 
primSvarä), punctul autumnal (ü = punctul echinoctiului de 
toamnä), punctul eolstitiului de varä (*4 =«», punctul sol- 
sti^iului de iamä polul nord galactic (6), polul 

Bud galactic (G'), nodul ascendent al ecuatorului galactic 
<’0') . nodul deseendent al ecuatorului galactic (ß'). 


2.2 


Sä'se 8crie coordonatele ecuatoriale ale punctelor 
fundamentale de referintä de'pe efera cereascä. 


Rezolvare ; Confonn figurilor 2.1, 2.2 §i 2.3, avem: 
ot, s = 6 , oc ='PQQ' = 0 + 12^ , 


(Z) 


QZ = 


(*•) 


Q'Z’ = -tf ; 


(S) 


OC SS *TPQ SS G 5 

S = 3 = QP’ - “ ” (90 ° ~ 9) ; 
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^ ^ 06= TQQ' = e + 12^ . 

(K) ^ 

S = Q'K = Q’P-, EP = 90° - tp ; 


(E) 


06 = T QE = © + 6^ , 

S = 0° ; 



06 = ^ = ^ ^ _ e _ gh ^ 

S = 0° ; 


(TT) 


06 = TOQ' = 270° = 18^ , 

S=Q'TT =Q'P - TTP = 90°-£ = 90°-23°27' = 66°33' ; 


06 = TPQ = 90° = 6^ , 

S = = QP’ -if^* =-90°-{-£) = -90°+23°27' = 

= -66°33’ ; 



Pig.2.1. Punctele fundamentale Plg.2.2. Punctele fundamentale 
Z, Z' , S, H, E, V. TT, TT’, T, . 
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06 = tpQ = 90° = 6^‘ , 

S = =e = 23°27' ; 


06 = <PQQ' = 270° = 18^ , 

/ C |1 ) 

S = Q^' = - e = - 23°27' ; 


06 =12^40“ , 



G, G’, SX, 12’. 


2.3 


Sä se arate cä rela^ia: 


9 = 06 +H 

are o valabi'’Itate generalä (nedepinzincä de ßituarea obser- 
TOtorului 0 pe global tereetru §1 a aßtrului 5 pe sfera ce- 
reascä, ' ^ 


Re 2 o 1. ¥ a r e : Se considerä casurile posibile de aituare a 

cerciirilor de declinatie ale punctelor T §i 6' fa^ä de meri- 
diarxul ceresc al locului C, . 

Avem patru cazuri posibile (fig'„2«4): 

Oozul 1: Ö = «.+H; , Cazül 2: 6 + 360° - H = oc , 

e = «. + H - 360° , 

© = 06 + H - 24^ ; 




















- 26 - 


Cazul 3: 0 

e 


oc + H-360®, 
06 + H - 24^ ; 


Cazul 4: H 

e 

Q 


e » 360° ~ (X , 
Oi+H - 360° , 
oc + H - 24^ . 




Cazul 3 Cazul 4 




Fig.2.4. Pentru demonBtrarea valabilitätil relatiei e=(x + H. 
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^ w W Q W 






rä cereascä, cä, in cazul trecerli aetinilui la meridi- 
airol ceresc al Iccului de obeervs^ie ( 0 ), au loc urmätoare- 
le formule; 


Sjj ^ 90°- 9» 
iSsl »90°-ef 

Sjj = «f 

Ss = 9 


{condi-^ia neceBara ca un astru sä nu 
apunä; declinatie nordicä); 

{conditia necesarä ca un astru sä nu 
räsarä; S 3 - declinatie sudicä); 
(conditia ca astral ea treaca prin Ze¬ 
nit - pentru etnisfera nox^cä) : 
(condi-^ie ca aetnil sä treaca prin ze- 
nit - pentru emisfera sudicä); 

(pentru culminatia eupcrioarä; - dis- 
tan^a zenitalä a astrulm; semnul mi¬ 
nus se ia atunci cind astral ae aflä 


la sud de zenit, iar eemnul plus - la 
nord de zenit); 

Zjjj = 180^-(4^ + S) (pentru culminaljia inferioarä). 


Indlcatil : Se considerä fig,2.5, unde am presupus cä a§- 
trii se eflä in spat^iu la distaftte foarte mari de Pämint, in- 
cit ei pot fi considerati fic§i pentru timpul perioadei de ro- 
a P^intului. Am utilizat urmätoarele notatii: 

pp’ - axa de rotatie a Pämintului^(T - centrul Pämintului); 

qq’ - ecuatorul Pämintului, eägeata indicind seneul rotati- 
ei tereetre; 

0 - pozitia observatorului pe meridianul terestru pqp’; 

OZ - linia verticalei locului 0; 

NS - meridiana locului 0 (intersectia orizontului matematic 
CU planul figurii); 

OP - axa lumii; 
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QQ’ -» intereectia planului ecuatorxilui ceresc cu planul 
figurii (OP}! pp’, QQ’ || qq ’) ; re vede cä planul figurii este 
planul meridianului ceresc §i cä planul meridisnului ceresc 
coincide cu planul meridianului geografic; 

0^ *- pozi-fcia observatoruiui dupä o jumätate de peripadä de 
rota^ie a Pamintului? 

0^ - linia verticalei locului 0^^; 

%^1 *“ orizontului locului 0^^; 

O^P - axa lumii; 

Planul ecUatorului ceresc QQ’ rämine neschimbat. 



?ig*2*5* Psntru stabilirea conditiilor 
de vizibilltate a a§trilor. 

Planui orizontului cbaerTatorului deacrie c euprafa^ä 
conicä, unghiuL de la Tirf ai conului de sus fiind , iar 


- 29 ~ 


unghiul de la virf al conului de jos « SKS^* Din fig.2,5 se 
vede cä toti a^trii care se aflä in conul de sus eint intot- 
deauna deasupra orizontului (deci nu apun), iar a§trii care 
se aflä in conul de jos se aflä intotdeauna sub orizont (deci 
nu räsar niciodatä pentru observatorul dat). 

Pentru .deducerea formulelor pentru distan^a zenitalä in 
cazul trecerii la meridianul ceresc al locului, am indicat in 
fig.2.5 directiile catre trei stele: Vega, Sirius §i % Dra , 
care se aflä in spatlu aproximativ in acela§i plan (in fig, 
2.5, exact in planul figurti). 


2.5 


Sä se descrie fenomenele mi^cärii aparente a Soarelui 
pe sfera cereascä, pentru urmätoarele latitudini geo~ 
grafice: cp * 0^; +23®, 5; +66^, 5;+90® (din emisfera borealä). 
Cum se desfä^oarä fenomenele similare pentru emisfera aus- 
iralä ? 


Rezolvare ; Vom examina pe rind cele patru cazuri men^io- 
nate in enun^, in proiectia sferei cere§ti pe planul meridia- 
nului ceresc al locului de observa^ie (0). 

r 

(fig-2.6) 

Axa lumii (PP*) coincide cu meridiana (KS): polul nord 
ul lumii (P) coincide cu punctul Cardinal nord (H), iar polul 
fiud al lumii (P* ) coincide cü punctul Cardinal sud (S);ecua- 
torul ceresc (QQ*) este perpendicalar pe orizont (KS), toti 
peralelii cere§ti eint perpendiculari;pe orizont §i sint im- 
pärtiti in eite doua pär^i egale; drept urmare, dnunurile tu- 
turor e§trilor deasupra orizontului, respectiv dedesubtul o- 
rlzontului, sint egale. In cazul mi^eärii Soarelui: ziua este 
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intotdeauns egalä cu noaptea, Soareie afliadu-ee de douä ori, 

f 

in zilel« ecMnoctiilor, la miezul zilei, la zenitul obser» 
Tatorului (Z), Se poate intimpla, insä, ca la 21 martie §i 
23 septembrie centrul discului solar sä nu se afle exact in 
zenit. 



Wg.2,6. Pentru determinarea 
ini§cärii aparente a Soarelui 
corespunzind unui loc situat 
pe ecuetorul tereetru. 


Pig.2.7. Pentru determinarea 
mi§cärii aparente a Soarelui 
corespunzind unui loc situat 
pe unui din tropice. 



Pig.2,8. Pentru determinarea 
mi§cäril aparente a Soarelui 
corespunzind unui loc situat 
pe unui din cercurile polare 





Fig,2.S. Pentru determinarea 
mi§cärii aparente a Soarelui 
corespunzind unui loc eituat 
intr-unul din polii tej^e^tri. 
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II. Cszul_5f_=_23®_5_K_£troEicul_RBCului) (fig.2.7) 

Axa limiii este inolinatä pe orizont cu 23°, 5 §i, drept 
urmare, ecuatorul ceresc (QQ*) eete inclinat pe linia verti- 
calä (ZZ*) cu acela§i unghi. De aici rezultä cä tropicul Ra~ 
cului trece prin zenitul observatorului (Z), iar tropicul Ce-' 
pricomului r prin nadir (Z’). Dacä este vorba de Soare, a- 
cesta se aflä pe tropicul Racului o singurä data pe an, in 
ziua solstitiului de varä; in aceastä zi, la miezul zilei, 
Soareie se aflä la zenit (Z). 

Dacä observatorul (0) se aflä la latitudini ^>23^5 
(in emisfera boreaiä), atunci axa lumii (PP*) se ridicä dea~ 
3upra orizontului, ecuatorul ceresc (QQ’), dimpotriva, coboa-* 
rä spre orizont, iar tropicul Racului va trece la sud de ze¬ 
nit §i, ca urmare, Soareie, in mi§carea ea, nu va mal ajunge 
la zenit, Dimpotrivä, dacä 23^,5 (in emisfera boreaiä), 
atunci axa lumii (PP*) coboarä spre orizont, ecuatorul ceresc 
se ridicä deasuprs orizontului §i tropicul Racului se va si 
tua la nord de zenit §i, drept urmare, Soareie va trece de 
douä ori prin zenit (Z) - o datä, intre 21 martie §i 22 iunie, 
cind acesta urcä spre tropicul Racului, iar a doua oarä intre 
23 iunie §i 23 septembrie, cind el'coboarä spre ecuatorul ce¬ 
resc » 

La latitudinea cp-23^5 3 avem o situa^ie snaloga, cu de- 
Mpebirea cä Soareie se aflä la zenit in ziua de solsti^iu de 
laiTtä, cind el este pe tropicul Capricörnului. 

Din cele expuse mai sue, rezultä- cä tropicele terestre 
neparä pe globul terestru zonele in care Soareie se aflä, mä- 
onr o singurä data pe an, la zenitul observatorului, Se poate 
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observB cä tropicele au apärut mal intii ca cercuri ale sfe- 
rei cere^ti, fapt care rezultä din insä§i denumirea lor de 
constelatii; nuinai mal tirziu au apärut denumirile de tropi- 
ce terestre - paralele trasate pe globul pämintesc.la dis- 
tan*ta de 23^,5 , pe ambele pärti ale ecuatorului terestru. 

III* (cercul polar nord) (fig.2.8) 

Ecuatorul ceresc este inclinat cu un unghi de 23*^, 5 pe 
orizont. Prin unnare, tropicul Racului trece prin punctul 
Cardinal nord (N), iar tropicul Capricomului - prin punctul 
Cardinal sud <3). 

Soarele, in ziua de 22 iunie, se aflä pe tropicul Racu¬ 
lui, care este situat in intregime deasupra orizontului ob- 
servatorului; inseainnä cä astrul zilei, in aceea§i zi, la 
cercul polar nord, nu apune. 

Dimpotrivä, in ziua de 22 decembrie, Soarele se aflä pe 
tropicul Capricomului, care este situat in intregime sub o- 
rizont; prin urmare, in aceastä zi Soarele nu räsare. 

Dacä observatorul se deplaeeazä pü”^in spre nord de cercul 
polar nord, tropicul Racului se ridicä deasupra orizontului, 
iar Soarele nu apune timp de citeva zile. 

Dacä observatorul se deplaeeazä pu^in spre sud de cercul 
polar nord, atunci axa lumii (PP») coboarä, tropicul Racului 
coboarä sub orizont, iar tropicul Capricomului urcä deasupra 
orizontului. Prin urmare, Soarele nu va fi un astru care nu a- 
pune §i nu räsare. • . 

Fenomene asemänätoare au loc la cercul polar sud, cu de- 
osebirea cä Soarele va fi un astru ce nu apune pe tropicul Ca- 
pricornului §i nu räsare pe tropicul Racului. 
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Cercurile polare terestre separä acele zone pe globul 
terestru in care Soarele, cel putin o zi pe an, nu apune, 

Axa lumii (PP*) coincide cu verticala locului (0), in 
zenit aflindu-se polul nord al lumii (P), iar ecuatorul ce¬ 
resc (QQ*) coincide cu orizontul. paralelii cere§ti diurni, 
care sint paraleli cu ecuatorul, sint paraleil §i cu orizon¬ 
tul observatorululCo). Planul; meridianului ceresc este ne- 
determinats toate meridianele geografice se intilnesc intr-un 
punct, iar punctele eardinale nord, sud, est §i vest nu exis- 
tä in cazul de fatä. 

»,>oarele, in ziua eciiinoc'^iului de priroävarä, va descrie 
chiar cercul orizontului, in ziua urmätoare descrie un cerc 
putin deasupra orizontului, §i a§e mai departe, ridicindu-se 
din ce in ce mai sue; in ziua solstitiului de varä, Soarele 
descrie paralelul cel mai inalt deasupra orizontului - tro¬ 
picul Racului. Dupä aceastä zi, Soarele incepe sa coboare ca- 
tre orizont, din ce in ce mal Jos in fiecare zi; in ziua e- 
chinoctlului de toamnä. el descrie din nou cercul orizontului. 
Dupa echinoctlul de toamnä, Soarele coboarä sub orizont, 

A§adar, la polul nord al Pamintului ziua are o duratä de 
o Jumätate de an, iar noaptea dureazä, de asemenea, o Jumäta- 
te de an, 

TiS polul sud al Pämintului, tot o Juroätate de an dureazä 
Mim ^i o Jumätate de an noap.tea, dar. ziua dureazä de la data 
de 23 septembrie pinä la 21 martie adicä durata noptii po- 
•lare la polul nord al Pämintului, iar noaptea dureazä de la 
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21 jaartie p£aä la 23 eeptembrie - in timpul zilei polara de 
le polul nord. 

Pentru recapitülare, in tabelul urmätDr vom inscrie i- 
nältimile Soarelui la amiazä, la inceputul anotimpurilor, pen¬ 
tru dlferite latitudini geografioe. 


i*abelul 2*1 


Locul 

tp 

21 .III 

22. VI 

23. IX 

22.XII 

Polul nord 

90° 

0 ° r 

de S 

23° 5 
de S 

0 ° 

de S 

-23°, 5 
de S 

Cercul polar nord 

66°,5 

23° 5 
de S 

47° 
de S 

23° 5 
de S 

0 ° 

de S 

Tropicul Racului 

23°, 5 

66 ° 5 
de S 

90° 

66 ° 5 
de S 

43® 
de S 

Ecuatorul 

0 ° 

90° 

! 660,5 
de N 

90° 

660,5 
de S 

Tropicul Capri- 
cornului 

-23°. 5 

66 ° 5 

43° 
de N 

66 ° 5 
de K 

90° 

Cercul polar sud 

-66° 5 

23° 5 

0 ° 

23°, 5 

47° 

Polul 8ud 

-90° 

0 ° 

-23° 5 

0 ° 

23°, 5 


2.6 


Sä se explice euccesiunea anotimpurilor prin mi§ca- 
rea Pämintului in jurul Soarelui. 


R ä 8 p u n s ; In fig.2.10 sint reprezentate pozitiile Pämin- 
tului in zilele de echinocl^ii §i de solstit^ii, in ipoteza 
mi§cärii Pämintului (a centrWui ßäu de maeä) in jürul' Soa¬ 
relui pe un cerc; aici orbita Pämintului este consideratä ca 
gii cum axa de rotatie a lui s-ar deplaea paralel cu sine in- 




ßerbecul 


Taurul 

250* 


Xaprscwrei! 


Qemenii 


.SSgetStcrul 


Scoipionul 


Batanfa- 


^cfoara 




i*ig.4:.iG. Pozi'j^iile Pämintului la inceputul anotimpurilor. 


In pozi’j^ia I (fig.2*10 §i 2.11), axa de rota-^ie a Pärnin- 
tului este. perpendicularä pe raza orbitei terestre §i planul 
cn eeparä emisfera luminatä a Pämintului de cea neluminata 
trece prin axa teresträ. Cs urmare, in cursul atiei Pärr- 
tului in jurul axei aale, fiecare punct terestru se sflä o 
.jumätate de zi in zona luminatä §i o jumätate de zi in zoria 
«Ic urabrä, adicä pe tot globul terestru ziua este egalä cu 
Mo/iptea. Aceastä pozi'^ie a PaiTiintului, care corespunde zilei 
‘i<t echinoc^iu de primävara (21 martie), eete reprezentatä in 
rig.2.11, unde pp* {j| PP») - axa de rota^ie a Pämintului , 


35 .. 

sägi (neglijindu-s^ deplaöäri datorste preceeiei, cap* 
IV), fiind inclipatä de planul orbitei tereatre (eclip- 
tica) cu ün unghl de 66^33*. 
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qq' (IfQQ')- scustorul tereetru, linlile orizontale reprezen 
tind razele Soarelui; Se vede cä, peatruun Observator situa' 
la ecuator, Soarele este väzut la zenit, iar in pimctul 0, de 

latitudine nordicä cp , inälttoea Soarelui deasupra'orizontu, 

lui la meridian este: h, 


'me 


90°- «f . 




ISäcüCui 


Capricornului 


Pig«2.11. Posil^ia Pämintxilui 
in timpui echinoctiilor. 


Jin pozitia II (fig. 

2,10 §1 2,12), inclinarea 
axei de rotatie a Pämintui 
lul Tatä de raza orbitel 
terestre este xninim^ §i e*^ 
galä CU 66^33’ in zlua sol 
sti^lului de TarS (22 iu- 
nle), Iar planül ce separä 
emisfera luminatä a Pämin- 
tului de cea neluminatfi nu 
trece prin axa teresträ. C 
urmare, in cureul rotatiel 
Pämintului in Jurul axei sale, in emiefex*a nordicä zilele sin 
mai lungi decit noptile; dupä cercul polar de nord Soarele nu 
apune, iar dupä cel de sud - nu rasare. Se vede, de asemenea, 
ca Soarele ae aflä la zenit pe tropicul Eacului, iar in punc-|i 
tul 0. de latitudine nordica cp,' inatimea Soarelui la meri- 
dian este ^ = (90°- <p) +23°27* §i aceaeta este cea mal ma- 
re j-naltime posibilä a Soarelui deaeupra orizontului locului 
de cbserFatie considerat. ■ • 

Sa vede deci cä in cursul migoärii Pämintulul in jurul 
joare^ij, din pozi-^ie I in positia II emiafera nordicä a Pä- 
mintului eete avantajatafatä de cea sudicä, in sensul ilu- . 
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minarii ei de cätre Soare, cel mai mare avanta.l prezentiniu- 
ee in ziua solsti-feiului de tarfi. 



in pozitie III 
(fig.2.10 §i 2-11), e- 
Dilsierele nordicä 
sudicä ocupä din nou 
pozi^ii similare a~ 
ceaatä pozi^ie a Pämin- 
tului corespunde zilei 
de echinoctiu de toam- 
nä (23 septembrie). 


1 *’lg.2.12, Pozi^ia Pämintului in 
timpul soistitiului de varä. 



l*'lg.2.13. Pozi-^ie Pämintului in 
Lirapul solstitiului de iernä. 


le CU noptile pentru 
tot globul tereetru. 

in pozitia IV 
(fig.2.10 §i 2,13), in- 
clinarea aXÄi de rota¬ 
tie a Pämintului feta 
de raza orbitel teres¬ 
tre este maximä §i egs- 
lä cu 113°33’, in ziua 
ßolstitiülui de iarnä 
(22 decembrie ), iar pla¬ 
nul ce separä emisfera 
luminatä a Pämintului 


cea nelurainatä din nou nu trece prin axe Pämintului. De a- 
rl rezultä cä, in cursul rotatiei Pämintului in jurul axei es 
ln, in emisfera nordicä zilele eint mai scurte decit noptile 
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(invers fat-ä de pozi^ia II), iar in emisfera sudicä - invers. 
Duüä cercul polar de nord Soar'ele nu rasare, iar dupä oercul 
polar de sud - nu apune. Soarele se aflä la zenit pentru un 
observs-ior süus*t pe iropicul Caprioornului» iar xn puactul 
0, de latitudine nordica 4^, inältimee Soarelui la meridian 
^ste: h ^ ^ (90^- - 23^27’ §± aceasta este cea mai micä 

diatre inältitnile posibile ale Soarelui pentru emisfera nor- 
dicä. 

Se vede, deci, cä in cursul ini§;cärii Pämintului in ju« 
rul Soarelui din pozitia III in pozitia IV emisfera sudicä a 
Pämintului este avantajatä fa^ä de cea nordicä, in sensul i- 
luminärii ei de cätre Soare, avantajul cel mai mare fiind in 
ziua solsti'^iului de iarnä (fig.2.13). In aceasta situatie, 
in emisfera australa zilele sint cele mai lungi, iar nop'^ile 
ßint cele mai scurte (in emisfera boreala - invers), 

Emisferele nordicä §i sudicä ocupa din nou situa^ii ega¬ 
le {fig.2.10 §i 2.11) dupä un ocol complet al Pämintului in 
jurul Soarelui, §i aceastä pozitie a. Pämintului corespunde zi 
lei de echinoctiu de primävarä (21 msrtie a urmätorului -an) , 
cind zilele devin egale cu noptile in toate punctele globului 
tereetru. 

?rin urmare, in ipoteza mi§cärii, Pämintului in jurul 
So&re:iy.i% cu ajutorul fig..2.10 ” 2.13 se explicä destul de 
simplu fenomenele legate de mi§carea anualä a Soarelui pe 
sfera cereascä, pentru diferitele pozi^ii ale axei•Pämintu¬ 
lui, adicä pentru diferitele alle si pentru tot globul teres- 
tru. 

Reamintim cä fig. 2*6 - 2.9 din problema precedentä dau 




poßibilitatea de a ne imagina mi§carea Soarelui pe sfera ce- 
reascä in decurs de un an, pentru un loc oarecare ( 0 ) al su- 
prafetei terestre. 


2*7J Sä se Serie formula pentina distanta dintre douä ! 

puncte de pe suprafa^a globului terestru, de co-j 
ordonate geografice §i (Ii 2 > ^ 2 )* _j 


Kezolvare 

Greenwich, 



lMg.2.14-. DeteiTninarea distanei 
dintre douä puncte de pe supra- 
fata globului terestru. 


qq» - ecuatorul terestru, L - 
- longitudinea geograficä, 
- latitudinea geogrefi- 
cä, 0^02 = 3 c §i 
02(12» 

Din triunghiul sferic 
p 0 ^ 02 » i^i care: 

p ~ ^2 ^ ^ » 

= 90° - «Pj, 

^2 = 90° - ^2 ’ 
aplicind formula cosinusu- 
lui pentru latura necunoR- 
cutä 6^2 = ^ ’ obtinem: 


: Not am (fig.2.14): T - centrul Pämintului, G- 

pp* - axa polilor, 


cos 6^2 = cos ( 90 °- ) fcos ( 90 ^- ^2 ^ 

+ sin(90°-sin(90°- «fg) cos(£.L) , (2.1) 

de unde rezultä imediat: . * 


X = 0^2 = arccoeCsintp^^ sin «Pg + cos ffg cos(AL)). (2,2) 
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Aeeaetä formulä poate fl adueg la o fo3rmä calculabilä 
prin logaritmi, astfel: 

Notiad: sin ^2 ’ ^i^e^ultä: 

® B/A « tgM, * (2.3) 

unde M este un unghi auxiliar. Atunci fomnila (2,1) devine: 

cos 6^2 * Asin +B coB « A(sin * 

* A sin(<P^ 4 -mi / cos M « ein ^2 / cos M , 

unde M se determinä dupä formula {2*3). 


2.8 Sä se Serie formula pentrU diBtanija dintre douä 
puncte de pe sfera cereaecä, de coordonate ecu- 
atoriale €'3(06 3 » S 3 ). _ ' 


Rezolvare : Sä consideräm f’ig.2.13» Aplicind in triun- 

ghiul sferic P 6 ' 26'2 i'ormula 



cosinusului, obtinem: 


X = ^* 1^2 “ arccoB(sin S 


•ein S 2 + cos cos S 2 


•coß(oC2 *• ^ ^ * 

Transformares formulei 
de mai sue intr~o formä cal- 
culjabilä prin logariimi se | 
poate efectua in^r-un mod a- 
nalog celui presentst in problema anterioarä. 


Pig*2.15. Determinarea dis- 
tantei dintre dquä puncte 
de pe sfera cereaseä. 






5--V 


X 












2.9 


Ün vapqr pleacä in ziua de 8 iulle^ ora 6 dimineata. 
din portul B = 48<^23 * N, Ii3_ = 4^30’ V), pe lun cerc 
mare, epre portul C (Afg h " 52^33V V). Cind ajun- 

ge vaporul la deetinätie daeä yiteza ea medie de deplaeare 
este . de da mile marine;^^^^^ ; 


R e z o 1 var e r •" Se considerä triunghiul sferic PBC, (din fig. 

• 2 . 16 ) 5 , in care; 

PB = 90°-. >Pj , 

PC = 90°- ^2 ’ 

BPC = L2-L3_.. ■ 

Pentru a -determina latura E,C 
a acestui triunghi sferic^ a- 
plicäm prima formulä a lui 
Gaues (formule/cosinueului): 


?ig.2.l6. Pentru determinarea. 
dlßtentei intre punctele te~ 
restre B §i C. 



cos BC = dos BP coB OP + 
-h sin EP Bin CP cos BPC , 

rormulä care se mai poate scrie in modul urmätor; 


cos BC - sin sin ^2 ^2 ^ * 

De aici, datele problemei, se ob'^ine: 

^ = 59''l6'.6 
ceea. ce echivaleeza cu; 

BO - 3556,6 mile marine 

(1 TOilä marinä = lungimea arcului de cerc mare de 1’ de pe 
..Tera tereetra). . • 

Timpul necesar pentru vapörul sä parcurgä aceastä 


dletantä este; 
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t = 3556,6/18 «197^6*8 2116 §1 5^,6 8 8 alle gi 6^. 
Ai^adar, vaporul ya ajuuge in portui G la data de 16 in- 
lie, ora 12. 


2.10 j Le ce dißtantä ee gaeesc ora§ele Pariß « 

- = 48°50’ H, - 2°2C' E), Berlin = 52°31’ H, 

L2.13°24'E) si Bucuregti {«f ^ « 44°25',7 H, I.3 = 26° 
06%5E) unele de altele ? .. 


Indicatie s Se coneiderS (fig.2.17) triunghiurile sferi 

ce BjPB 2 i B 2PB^ §i 
in care ee cunosc eite do 


P 



fctiater ■ 


ua laturi §i unghiul cu~ 
prins intre eie. Aplicind 
prima formulä e lui Gaues 
(formula cosinusului), ee 
ob’tin reepectiv laturile: 

B^2 = , 

B^3 = 11°39' , 

B^3 ■= 16°50' . 


?ig.2.17* Pentru determiuerea 
dietantelor intre oragele Pa¬ 
ris, Berlin §i Bucure§ti. 

te: L « Rod’’8inl” , unde Bin 1” 
In cazul nostru, obtinem; 


Lungimea liniarä e 
arcului care are od” situ- 
at pe sfera de razä R es- 
1/206 265 §1 H = 6370 Ion/ 


^1^2 ” ^ (distanta Paris-Berlin) , 

s 1295 km (dietant^a Berlin-Bucure§ti) 
B^B^ = 1871 km (distsnta Paris-Bueure§ti) . 
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2.11 


La momentnl siderel 6 « 19^35®24°, dir. localitatea 
Cly^-Bapoca, a oarel latitudine geograficS este 
Cf = 46°45'34", e-a observat un aatelit artificial al P«.- 
mintulüi, eu un teodolit eare indica coordonatele ori- 
zontale A = 304°l6'42", z = 28°17'41". Care au foct cccr- 
donatele ecuatoriale ale eatelitului la acel moment ? 


H e z o 1 Y a r e : 



r-X—TlS 


IMg.2.18. Pentru treceree de la 
rr^ordonate orizontale la coor- 
(lonate ecpatoriale si invers. 


Setelitul S are coordonatele orizontale 
(A,z) coordonatele 
ecuatoriale (oc,^). Tre¬ 
ceree de la coordonatele 
(A,z) la (ot^S) ee faco 
in douä etape; 

1) Trecerea de la (A, 
z) la coordonatele orare 

2) Trecerea de la (H, 
S ) la (oc, 6), care se 
realizeazä t<in.xnd seama 
de faptul ca 9= cx. + li , 
sau oc =: 9 - H - 


Se considerä triunghiul sferic de pozitie PZS (f ig.2. ] 
Hnde: ZS « z, .PZ = 90°-tp, PS = 90°- S , ZPS = H, IZS = 180°- 1 . 

Aplicind formulele lui Gaues triunghiului sferic PZ2 
(t ri care a H. 90^- S ^ b~z),Be ob'^ine : 


co8(90^-S) ^cob z coE(90^-<f)'^sin z ßin(90^-tp) cosdeo^-A), 
f'iin(90^-S) cos H = coß 2 einOO^-^)- 

- cob(90°-^5) sin z coe(180^-A) , 
nin( 90 - S) ßin H « sin (180^- A) ein 2 , 






















saui 


■sin'6 — cos'z.öln^H" cos'^ m±n-^ coß A , 
cos S COß H == cos z cos ^ sin^ sin z cos A , (2 •4) 

cos ö sinH » ein z sinA , ^ ‘ - 

formule care pot fi scrise §i sub .forma matricialä: 

* / cos S sin H Y / l 0 - 'V‘ Ö \ / B±n z sinA\ . / 

I coe S cos H I = 1 0 sin ^ cos ¥ I f sin z cos A j (2.5) 

\ sin S / \ o ~cos .9 sin ^Vv; \ - / 

Din formülele (2.4)> inlocuinä , A §i z cu valorile 
date §i seama §i de rela-^ia 0 « o<.4-H > se ob-Jin coor- 

donatele ecuatorialc cäutate s ^ , 

ot »^^2 

S » 27®17'30" . 

Observati^ ; Dacä in formulele (2.4) punem H = 0 - o6 , ob 
“Einern: ' . ^ = 

sinS = cos z Bin ^ — cos ^ ein z cos A , 

coe S (cos 0 coB o6 ^ sin 0 ein oc) ~ cos z cos cp + ein^ sin z cos.A , 

cos 8 (sin 0 COß oc - cos 0 sin oc) « ein z sin A . 

inmuitind a doua relatie cu cos 9,' iar pe a treia cu 
sin 0 §1 adunind, ob-^inem: 

cos 8 CQa. c6 ~ COS z cos cos 0 + sin z sin <f cos 9 cos A -f 
-f ein z sin 0 sinA . • . . 

Iimultind a doua relaiie cu sin 0 v iar pe a treia cu 
-cos 0 §i adunind,. obt^inem: ^ " - 

coe S ein o6 = coe z cos sln O '4- sin ^i.sin sin 0 cos A ~ • 

- sin z coe 9 sln.A-. - - 

Hesultä cä ^^fomiiilele de trecere de la coordonatele ori- 
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zontale (A,z) la coordonatele acuatoriale {og,8) ee pot scrie 
yi eub forma matricialäs 

( coeS COBOL\ /Bin^cose sin© cos^ coe ©\/sin z cos A\ 

cosS sino6|«| Bin ^sin© -cob © cos^0in©|j BinzsinAj 

Bin8 / \-coß^ 0 B±a^ / \ cos z / 

( 2 . 6 ) 

care este cbnvenabllM pentru programarea la calculator. 


2,12 


Intr-o zi, la momentul aideral © ^ 19 ^ 1350 ^ 24 ®, coordo¬ 
natele ecuatoriale ale unei comete s£nt urmätoarele: 
Ofc- 17'^50®47®,5 , S» + 27'’17’36'’. in oe äirectie .(A,z) tre- 
buie indreptat teodolitul de la Observatorul Astronomie din 
Cluj-Napoca (^»46^45*34") pentru a observa cometa ? 


H ezolvare : Trecerea de la coordonate ecuatoriale la co- 
(irdonate orizontale se efectueazä conform schemei ( 0 / , S ) —» 

^ (A,z). Prima traneformare se realizeazä pe baza 
lormulei H * © - oc (in cazul nostru, H » 1^44°^36® 5) . Pentru 
neti de-a doua traneformare, se considerä triurig,.u.ul de pozi- 
PZS (fig.2.18), eäruia i se aplicä formulele lui Gaues 
(luind as z , b^90^-S). Se obtine: 'y c(f 

cos z « sin S sin ^ 4 cos S cos ^ cos H , 

-Sinz cosA Ä &in S.coß - sin cos 8 cos H , (2.7) ^ 

sin z BinA « sinE cos , 

■nu BUü formä matricialä: 

/Hinz SinA \ /I 0 ' 0 W coe 8 sinHX 

j -Bin z COB A I « j 0 -Bin ^ cos ^ 1 | coe 8 cob H j . (2.8) 

\ OOS z / \ 0 cos ' Bin \ sin S / 

Tiilocuind in formulele (2.7) valorile date H §i S , se ob- 
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tlr cooräoti crlsoatale oautate; 

A = 55°43’20" . 
z = 28°17'40" . 


2.13 


La o epocä data steaua Capelia are coordonatele 
ecuatoriale (c?., S). Sä se determine coordonate- 
le sale ecliptice §tiiGd cä inclinarea eclip- 

ticii pe ecuator este £ . Aplica^i^ 
s = 45°50’22",4; 6 = 23°27’26". 


OL = 5^05® 42®, 03; 


R e zoivare 



Pig.2.19, Pentru trecerea de la 
coordor.gte ecuatoriale la coor~ 
dor^ate ecliptice §5 invers. 


Se conßiderä (fig.2.19) triunghiui sferic 
TTP6^ i in care: 

W» 90°- p (= a) , 

per = 90®- S (s b) , 

PTT« 6 , 

P = 90®+oc , 

TT=90®-5\ . 

Aplicäin in acest triunghi 
sferic formulele fundamen¬ 
tale ale trigonometriei 
sferice (formulele lui 
Cause), Se ob^in astfel 
urmätoarele relatü care 
permit trecerea de la co» 




ordonatele ecuatoriale la cele ecliptice: 

sin ~ sin S cos E - cos S sin 8 sin ol ^ 
cos p sin 7^ - sin S sin E -f cos S cos B sin oc , 
OOB B COS % = COS oc cos S , 

C-: 


(2.9) 
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sau, Bub forma matriciala: 

( C0Sj3C08 7\\ /I 0 0 \ /coßSco8oC\ 

co^ (3 sin “A I = I 0 coB 6 sin £ j j cos 6, sin «. ] (2.10) 

Bia p / \ 0 -sin 6 cos 6 / \ sin S / 

inlocuind ln formulele (2.9) valorile oL, S §i £ , se ob- 
Vin coordonatele ecliptice ale stelei: 

= 5^19“o6® 66 , 
p= 22°51'45" . 


2.14 


0 coinetä are coordonatele ecliptice ('9\,jä). Care 
sint coordonatele ecuatoriale ale cometei §tiind 
cä inclinarea eclipticii pe ecuator este 6? Aplicatie: 
A=5^43“01®,5 ; p = 45°07'48" ; E =23®27'26" . 


Uezolvare : Se aplicä formulele lui Gaues triunghiului 
tiferic •TTP6' (fig.2.19) (unde a = 90°-S , b = 90°-p). Se ob- 
tine: 



sin S = cos 8 ßin f -r sin E cos p sin 7 , 

cos £ sin 06 « - Bin 8 sin p + cos 8 cos p ein 7 , 

cos S cos oc ^ cos 'A cos p , 


Mfiu, in forma matriciala: 


( 2 . 11 ) 


/ cos s COß oC\ /I 

0 

° \ 

/ cos p cos 7\ 


cos S sin cx. j s= jo 

cos 8 

-sin 6 j 

cos p sin 7 \ 

(2.12) 

\ sin S y l 0 

sin £ ■ 

cos c y 

\ sin p / 



Aceste relatü permit t recerea ^ de la coordonatele eclip-^ 
tice la coordonatele ecuatoriale. Pentru aplicatia numericä, 
pr baza valorilor 7, p,E §i .utilizind formulele (2.11), se 
’bliln coordonatele ecuatoriale ale cometei: 
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* 90°. -Atunci cosz -0 gi din (2.15) rezultS: 

s 

cos H Ä — tg S tg ^ a«s> • (2*16) 

Solutia -H corespxmde räsaritului, lar solutia +H corespun- 
äe apusului astrului. 

fimpul sideral al räsäritului apnsului este dat res- 
pectiv de: 

e « 06 - H , 

T 

~ ^ ® • 

Pentru a calcula locul räsäritului §i apusului astrului, 
ee aplicä formula cosinusului pentru latura PS« 90^-S a tri- 
unghiului sferic PSS: 

sin S sc cos z sin ^ - sin z cos ^ cos A * (2.17) 

Cind z = 90®, din (2.17) rezultä: 

cos A = - sin S /cos , (2.18) 

relatie care este satisfäcutä pentru valorile A §i 360®-A, 
ce corespund apusului §i, respectiv, räsäritului astrului S . 
Pormulele (2.16) §i (2.18) se mai pot scrie §i in forma: 

cos H * - tg S/tg(90®-^) , 
cos A » - sin S /sin(90®- . 

Deoareoe -1 ^ cos A1 §i -1oos H 1 , rezulta ca 
iS} 4 90®- -pentru ca steaua S sä fie väzuta din locali- 
tatea de latitudine ca un astru cu räsärit §i apus. 









C A P I T 0 L U L 


III 


PMyrUL r GOHP CERESC 




Sa 0e\demoiiBtreze cä valoarea unghiularä a arcului 
de meridian 0^02 ipoteza sfericitätdi PärnintU“ 
lul) se determinä CU ajutorul formuleis 

n® » « z« - s* , 


unde sint latitudinile geogrefice ale punctelor 
0^,02 j iar z^, »2 dieten^ele zenitale merldiane a~ 
le unei Stele m^surate simultan din punctele 0 ^» 02 * 



» z 0 1 y a 


.3.19 in care global pämintesc este 

(q*q este ecuatorul te~ 
, 0 ^ O2 - doi 
ervatori situati 
pe acela§i raeridian), 
ee vede cä arcul de 
meridian 0^02 “ 

(in grade) se expri- 
mä prin formule; 

n“ = - -f 2 • 

Pe de 8.1 tä parte „ 


lg•3-1- Pemtim detemiinarea yalorii 
unghiulare a arcului de meridian. 


§tiin.d ce i.ntre öi; 
tanta zenitale §1 ue- 
nllnal^ia unei stele situete intre ecuatorul ceresc §i zevA- 
I «rl observatorului existä relatia: 

Z = Lf - ö * (S >0) , 

♦ M/.ultä cä pentru cei doi observatori, 0^ ^gi O29 care obser- 
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vai simultan s'fcaaua 6^ ob^jinem;; 


<fl-S 


§1 


Zg » ^ 2 ~ ^ 


Päoind diferenta, rezult^ formula:. 


- ^2 




ObBervatie ; Dacä astmil 6 este chiar Soerele §1 dacÄ 
pbservatia se efectueazä in ziixa solsti^iului de varä, la a- 
miBzä, in O 2 (Assuan, situat pe tropicul Racului; 0-) §i, 

in (Alexandria; Zj^ » 7°, 2) , obtinem - Ge Eratostene - 




7%2 . 


3.2 


Considerind" Pämintul drept elipeoid de rotetie, 
avind turtirea 8 , ßä se arate cä intfe aceastä 
märirne §x excentricitatea unei elipse meridiane, e, e~ 


xißt^. rela^ias 


(1 ~ e )^ = 1 


RezolTare: Turtirea elipsoidului, 6, se define§te prin. 



Fig»3*2. Sectiune merldienä 
a elipsoidului terestru. 




formula: - i 

e « (s - ■b)/a , ■ 

unde a - semiaxe ecuatoria- 
lä §i b - semiaxa polsrä a- t 
le elipßoidului (fig-3.2). 

Excentricitatee elipsel 
roeridiane (e) obtinute prin 
sectiunea eirpßoiduPui^xai un^ 
plan xneridian oarecare (fig.j 
3-2) eete data de formula: 
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Avem, ßucceeiv: 

. e *s 1 - b/a sas=> b/a =r 1 « £ ; 
e = '/l - b^/a^ => b/a = \/l - 

Prin egalarea celor douä expresii pentru b/a §1 ridicare la 
pätrat, ob'tinem relatia cäutatä. 

De aici, de exemplu: 

e s \4 -* (l- 8 . 

A p 1 i c e i le numericä : 8 * 1/298,3 §i e* 0,0816. 


M(x,y) 


Sä se exprime coordonatele geocentrice ecuatoriale 
rectangulare ale unui punct al elipeei meridiane, 
, CU ajutorul latitudinii geocentrice . 


H e z o 1 V a r e 



^‘lg.3.3. Pentru exprimarea co- 
nrdonatelor .x,y in functie de, 
latitudinea geocentricä. 


Pie observatorul in punctul M de razä vectoa- 
re geocentricä id lati- 
tudine geocentricä 'P'; f,;' - 
- punctul de pe cercul cir- 
cumscris elipeei, cores- 
^unzätor punctului U de pe 
elipsä §i ßituat pe perper- 

f. 

diculara dueä prin pe a- 
xa mare a elipsei evind j- i 
ciorul in Q; ^ epte 

latitudinea excentricä a 
lui M (fig.3.3). 

Coordonatele rectan¬ 
gulare ale punctului M in 


nlHtemul de coordonate Txyz , ales in planul elipsei meridi- 
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ane, au t .jiile: 

X = e, cos «f' , y = ^ sin • . 

Trebuie sä mal exprimärn märimea gj in func^ie de • A- 
ceaste se face prin interroediul utilizärii unghiului. 9. 

Din ecuatiile parametrice (cunoscute) ale ellpsei (p@p- 
tru care, in cazul nostru, parametful t este ohiar ): 

X = a cos «V , y = bsinM' = aV^l-e^ ein , 
unde e este excentricitatea elipsei, rezultä imediet relativ 

g = '\/x^ + y^ = aVl - e^sin^ip . 

Relatiia dintre unghiurile 4^ §i 4?' se poate ob^ine in 
mo d ul urmät o r: 

ein = y/g = a'/l-e^ sin 4» / (aVl-e^ein^ 4-') , 
de unde se deduce imediet: 

sin^ 4> = sin^ q”/(l - e^cos^ f' ) . 

Agadar, prin inlocuire, rezultä relatia cäutatä pentru 
raza vectoare geocentricä a punctului M: 

p = a Vl - e^cos^ «f ’ , 

de unde ooordonatele rectangulare x,y in functie de *f’: 

X = a \/l-e2 COS 4^*/ n/i “ e^coB^ , | 

y Bin - e^cos^ q>* . ■: 


3 T 4 T si se exprime acelea^i coordonate rectangulare ca §i 

in probleraa 3-3, in functie de latitudinea geodezicä 
B (S - notatia din manual) • 
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« 7 . olvere ; Alegem acum sistemul de coordonate Txz ln 

planul elipsei meridiarje e 
punctului M al elipsoidu- 
lui terestru (T){fig»3.4)- 
Coord ©ns % ei e punc tu~ 
lui M{x,z) trebuie sä es- 
tißfacä atit ecuatia elip¬ 
sei 

x^/e^ + z^/(a^(l-e^)]i = 1 , 

cit §i ecuatia tangentei 
(T) trecind prin M : 

z = - (1/tg B) X + c , 

♦Muiutanta c trebuind aleasä astfel cs elipsa ) ?i dreepts 
('/ ) ßä aibä un punct comun. 

Conditia impusä este satisfacuta dacä avem: 

c s a vTT*ctg^B-e^ , 

«»ntiii ce rezultä din diecriminantul ecuatiai de gradul al doi- 
Inn care determinä solutia comunä a celor douä ecuatü« 

CoordOnatele rectangulare ale punctului M in functie de 

f 

M rezultä acim, prin calcule simple, astfel: 

X * a cos B/ V^l - e^sin^ , 
z = a(l-e^) sin B / n/i ~ e^sin^B • 

() li n e r V a t i e ; Neglijind diferenta dintre latitudinea geo- 
i cä (B) §i latitudinea astronomica (T)? deci nefäcind dis- 
ilricVie intre cele douä latitudini (B = , formulele obtirra- 

tn norveßc §i pentru exprimarea caordonatelor rectangulare ale 



^tK. 3 . 4 . Pentru exprimarea co- 
HfMlonatelor x,x in funcjie de 
latitudinea geodezicä. 
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punctului in func^ie de latitudinea aetronomicä ^ 

X = a cos ^ / n/i - e^sin^^ , 

2 = a(l-e^) sin ^ / \/l - e^sin^4^ . 


3.5 


Sä se erste cä coordonatele geocentrice ecuatoriale 

■ ' 

rectangulare ale unui Observator situat la suprafa- 
ta Pämintului, in punctul avind coordonatele geodezice: 
L “ longitudinea geodezicä, B - latitudinea geodezicä §i H « 
- inältimea geodezicä, sint date de formulele; 


X = (C + H) cos B cos L , 
y = (C + H) cos B sin L , 
z = (S 4-H) sin B , 

unde: 

C = a/ \/l - e^sin^B , S = (l->e^)C , 

iar a e sint, respectiv, semiaxa mare §i excentrici- 
tatea elipsei meridiaae. 

Reamintim defini^ia coordonatelor geodezice: L - un- 
ghiul formst de planul meridian al locului det cu planul 
meridianului zero de la Greenwich; B - unghiul cuprins in- 
tre verticala dusä la plenul tangent al elipsoidului de 
referintä in punctul dat §i planul ecuatorului; H - dis- : 
tan'^a locului de obeervatie de la elipsoidul de referin^a^ 


Rezolvare : Fie 0 pozitia observatorului avind inälti 
mea geodezicä H deasupra elipsoidului terestru (cu centrul 
in T). Alegem sistemul de coordonate astfei ca Txz sä fie 
in planul elipsei meridiane, iar axa Ty sä fie in planul e- 
cuatorului terestru. 

Din fig. 3.5 se vede cä: 


Ax = H cos B , 


§i, de asemeaea: 


Az = H sin B 


1 
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riK.3.5. Pentini determinarea coor- 
diihfitelor geocentrice ecuatoriale 
ule unui punct terestru. 


Zo= Az , 

unde (x^, z^) sint co¬ 
ordonatele rectangula¬ 
re ale observatorului 
(0), iar (xjg., z^^) sint 
coordonatele rectsngu- 
lare ale punctului M, 
situat pe suprafe'ta e- 
lipBoxdului, la inter- 
sec^ia cu verticala ct 
trece prin 0. 

Introducind expre 


üMle coordonatelor punctului M, determinate in problema 3.4, 
nhtlriera pentru coordonatele rectangulare ale punctului 0 din 
ftlnnul elipsei meridiane formulele: 

=: (a/ \/l - e^sin^B + H) cos B , 
z^ = (a(l-e^)/ vl^^^Bin^B 4- H) ein B , 


imilr e pi e sint, respectiv, semiaxa mare §i excentricita- 
<?lip8ei meridiane. 

Folpsind notatiile C §i 3 din .enunt, precum §i defini- 
11 fl longitudinii geodezice L, ajungem la formulele care trebu 
Uiu d<‘du8e in sistemul de coordonate Txyz (in care acum .axa 
’i f fwit»; Orient et ä dupä intersectia planului meridianului zero 
ti-^* In Greenwich cu planul eciiatoinalui, iar TyJ_Tx). 
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j ®® arate ca intre latltadinea geGdezloS (B) fi la-i 

titudinea geocentricM («f’) exlstl relatia: 

t«B . (l/d-e^)) tg Cf* , 

uade e eate excentric ltatea ellpsei meridiane. 

■?.® z o 1 ▼ a r e ; Polosind solutüle pTOblemelor 3 .3 @1 3.4, 3E| 
cind raportul coordonatelor rectangulare ale punctului M C (*i) 
coordonate exprimate £n funotle de •, respectiv B, o-btlnem; 

tg *f' - {li-e^)tgB. 

' i) Befäcind dlstinctie intre coordonatele B 
ei , rela^ia dintre latitüdinea geocentricS ( tp’ ) §i latitu- 
- dinea aatronomicä (»f) se exprimS prin formula: 

tg »f* = (l-e^) tg tf . 

2) Aceastä formula se poate ob^ine §i alt- 
fel, färä a eunoaete solutiile problemelor 3-3 ei 3-4, aea cd 
se indicä in manual. 


3.7 


Sä se arate oä intre latitüdinea excentricä (9) §i la- 
titudinea geodezicä (B) existä relatia: 

. . tg 9 = \/l-e^ tgB-, 

unde e este excentricitatea alipsei meridiane. 


B.e z o 1 Ta r e t Din ecuatlile parametrioe ale elipsei. meridi' 
ane (*§): 

X = a cos d» , y = a\/l-e2 sin »P 


ei din scuatiile; 
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* “ 2 , ^ y “ ß Biß M” , 

rezultä-rblatia; 

Vl-e^ tg ‘P = tg if' . 

Polosind rezultatul din problema precedentä, 3 . 6 , avem: 
Vl-e^ tg 4> = (i_e2)tgB, 

de unde; 

tg W = \/l-e2 tg B . 

PABejLZJLLi® : Nefäcind distinctie intre latitüdinea geo 

•lezicä §i latitüdinea astronomlcä (B.= ^), are loc ei relatia 

tg = s/l-e^ tg . 

( Sä se demonstreze cä diferenta dintre latitüdinea 

geodezicä (B) §i latitüdinea geocentrica () ee 
«xpriraä prin urmätoarea relatie aproximativä: 

B- d» = 103 132",4 e^sinCBB) , 

linde e este excentricitatea elipsei meridiane. 

Care este mex(B - d” ) gl pentru care cerc meridian 
I II PC loc ? 

K *^_o_ljr_a;r_e ; Pentru determinarea diferentei B - »f ’ , von 
l'lnoa de la formula trigonometricä (cunoscutä): 

tg(B- Cf') = (tgB-tg '■f')/(l +tgBtg -f'.) 
vl vom folosi rezultatul din problenia 3.6: 

tg H>' = (l-e^j'tgB . 

Rezultä: 

tg(B-cf.) = e2tgB/(l + (l-e2)tg^B) = 

• «ln B cos B/(cos^B + (l-e^)eln^B) = e^8in(2B)/(2(l - e^sin^B)). 
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Limitindu'-na la primul temien din dezvol-tarea in serie 
a functlei 1/(1 e^ain^B) , deja e"" Clind laic (e^ s 0,00673» 
vezi problema 3.2) §± tinind cont de faptul cä diferenta 
B- este un unghi mic, a^ungem la formula: 

- ■ 103 132",4e^sin(2B) . 

Dacä luäm B ~ '4^ , fornruXa de mal aus devines 
(tp - if')" = 103 132’',4 e^eiii(2tf) . 

Observat-ie : Nu este greu de väzut ca diferen^a B - H?* 
se exprimä §i in funct?ie de cu aceea§i aproximatie (ne- 

glijind teMenii incepiud cu al doilea (de ordinul de märime 

6 2 2 
e ) in dezvoltarea in eerie a functißi 1/(1 - © cos S’’)): 

(B - - 103 132” 4 e^sin(2<f * ) . 

Obßerväm, de asexnenea, ca max(^-<-p’) atinge llM0”pen- 
tru 4^^-45^06’, dupä priiaa fomiula^ este aproximativ egal 
CU 11% 5 pentru 4^ = 45^, dupä a doua formulä. 


Sä se demonstreze cä lungimea ercului de meridlan 
^(63^2) punctele 0^(4^^} §i 

reprezintä letitudine.a aetronomicä, se exprimä prin for- 
mula: 

t 


'(C1O2) 


a(l-e^) 






unde a e sint, respectiv., semiaxa mare §i excentri- 
citatea elipsei meridiane 


H.e_.Z G 1 v' a r e ; Ke folosim de coordonateie rectangulare eie 

puDctVilui 0€ (^), de la problema 3-4: 

X == a coB HV V'l - j - a.( 1-e^) sin v4 - e^sin^^f (3.1) 
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care se mal pot ob^ine §i folosind ecuatiile parametrice ale 
elipsei, cu parametrul (latitudinea excentricä): 

X = a cos , y = b8in4^ 


4fi tinind seama de relatia dintre 9 §i 4^ (problema 3.7). 

Pentru demonstrerea formulei lungimii arcului de meridl- 
an, utilizäm cunoßcutul rezultat al lui Gauchy: dacä arcuJ de 
curbä AB este dat de ecuat^iile parametrices x = f(t), y = gft), 
f §i g fiind functii cu prima derivata continuä, 
Mtunci; ^ 

bß) = +g’^(t) dt . (3.2) 

(ln cazul arcului de cerc, n°/180°, unde n este m&- 

riura arcului in grade sexagesimale, iar R- reza cercului). 
Obtinem prin derivarea expreeiilor (3.1): 


X' = - (1-e^) a Bin '-P (1 - e^ein^'f, 

(3 3 

y' = (1-e^) a cos «f (1 - . 


In cazul nostru, tinind eeaina de faptul cä ^ 




fl cä functiile x’{‘f) §i y’(<f) sint continue, formula (3.2) 
«Irvine: 

C '2 *' 

gl. Snlocuind x» §i y’ cu expresiile date de (3.3), ee a- 
Jmige u§or la formula care trebuia demonstratä. 


l.lcTjSä se determine proiectia unei pozitii a satelitu- 
lui artificial al Pämintului pe elipsoidul de re- | 
f'rrin-tä, astfel ca dreapta ce une§te satelitul cu punctul | 
de proiec^ie nä fle perpendicularä pe planul tangent Ic j 

























eliDsoid ir: cuiictul de proiecti^- Sa se calculese coordo- 
natele geoöeziee ale punctului de proiec^ie in functie de ^ 
coordoaatele geocentrice rec tangulare ale gatelitului. 

‘ la jr. n 1 V a r e ; Vom coasidera fig.3*6, in care: 

S ~ pozitie sateli- ^ 

tului artificial al Pä~ 
mintului; ^ 

x,y - coordonatele 
rectangulare ale lui S 
in planul meridian al 
satelitului, presupuee 
cunoscute; 

M » punctul de pro- 
iectie a satelitului pe 
elipBoidul de referintä 
(T), avind coordonatele 
geodezice (L,B) ce ur- 
meazä sä se determine; 

S - latitudinea geo-| 

centricä ( = declina'yia) a satelitului S. ^ 

in primul rind se determinä r §i ^ dupa formulele evi¬ 
dente 

r = \/x^ + , S = 8rctg(z/x) . ^ 

Conrdotisxele B §i H se determinä prin aproximatii Bucce-j 

eive iii modul urmätor: 

in prima snroximetie se poate considera = S', declinaj 
“I e fiind deja determinata in funclji^' de x §i z . Dacä 0« 
cunoa^te f ‘ . coCrdcnateie g; §i B ee determinä ca in proble-. 



?ig.3.6. Pentru determinarea coor- 
donetelor geodezice eie punctului 
subsatelit. 
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3.3 §i 3.6, dupä formulele: 

^ = aVl-e^/Vp - e^coe^ , 

]& = arctg( (l/(l-e"^)) tg , 

• flind excentricitatea elipsei meridiane (^). 

Determinarea lui H , a§a cum se vede din fig.3.6, se poa 
face dupä formule: 

H = Vr^ - ^^sin^(B - ) ^ cos{B - 'f ’) . 

In 8fir§it, se determinä valoarea aproximativä a unghiu- 
ImI dupä teorema einusului: 

sin(S - / E =: sin(180®- (B-M^M)/r , 

«Ifi uride: 

S - = arcsin((H/r) 8in(B - 4^ M ) . 

ihinoHcirid - *P^), vom obtine o aproxima'feie mai buna pentru 
•r* • 5- (S- Cu aceaetä valoare a lui ’ se vor repeta 

MHyii indicati pinä ce B §i H se ob-^in cu precizia cerutä, 
Ounoscind pe B H , L se determinä, pe baza formule- 
li»r problemei 3.5, astfei: 

tg L = y/z = \/(C +H)2cob^B + (S +H) ein^B / ((S +H) einB) , 
ylta ervatie : 0 formula de control pentru H eete: 

SS r^+^^-2rq cosCS - ) . 


\.\\ Sä se determine coordonatele geocentrice rectangu- 
lare ale unui observator terestru, 0, care are le- 
tttudlnoa geodezicä L « 0°, iar inältimee geodezicä H - 
- ISOOöi. 
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R äsp uns ; x « 0,76728894, y « 0, z « 0,63952347, unitatea d 
lungime fiind raza ecuatorialä medie a Pämintului. 


3.12 


Sä se arate ca diü^eren'fca dintre latitudinea geogra- 
ficä §i cea geocentrica a .unui punct al elipsei me- 
ridiane terestre, in a doua aproximatie (in seneul pästrä- 
rii primilor doi termeni din dezvoltarea in Serie a func- 
tiei 1/(1 - e^cos^^), se exprimä prin formula; 

(c|) )tf xr 694"09 sin(2^>) - 1« l6 8in(4M>) , 

§tiind cä excentricitatea elipsei meridiane a Pämintului 
este e = 0,0818 . 


3.13 


Sä se arate cä raportul dintre raza geocentricä a u- 
nui punct al elipsei meridiane §i semiaxa mare a e~ 
lipsoidului terestru, in a doua aproximatie (in acelagi 
sens ca in problema 3.12), se exprimä prin formula: 

5 /a = 1 - 0,0033245 8 in( 2 ^) - 0,000285 sin(44') . 



Care sint dovezile obeervationale ale mi§cärii de 
rotatie a Pämintului in jurul axei sals ? 


SAIJLEäI = Pentru nii§carea de rotatie a Pämintului in ;)u-) 

rul axei polilor, de la vest la est, in sens opus migcarii a-^ 

I 

celor ceasornicului, pentru un Observator situat in emisfera'j 
nordicä, dispunem de urmätoarele dovezi directe: ; 

1) Penomenul devierii spre est s corpurilor de la vertica^ 
la locului, in cäderea liberä, observat pentru prima data in] 
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ftiuU 1804 (inäl^imea cäderii fiind de 85m, iar devierea ob- 
«nrvatä - de 11,5 mm) ; modelarea metematica a feriomenu:iui se 
fnoo in cadrul mecanicii teoretice. 

2) Experienta cu-pendulul lui Poucault, bazatä pe proprie- 
Utea pendululüi de a-§i päetra planul in care oscileazä, a 
fnwt efectuatä pentru prima oarä in anul 1851 (lungimea pen- 
«Uilului fiind de 67m , iar masa sarcinii - de 28 kg) ; modela- 
tn« matematicä a fenomenului se face in cadrul mccanicii teo- 
ffiMce, arätindu-se cä mäsura devierii planului este 15^eiri^ 
Miiflc ^ este latitudinea geograficä a locului* 

*3) Devierea corpurilor in mi^care liberä pe suprafata Pä- 
»ti'i ritului, observatä la inceputul secolului XIX de cätre Co-^ 
(fenoraenul se dovedegte experimental in cadrul fizii- 
•H); devierea de la directia mi^cärii. in emlefera nordicä, 
rii' f Fice spre dreepta, iar in emisfera Budicä - spre etingr' , 
rniiornenul fiind modelet in cadrul mecanicii teoretice (mi^^~ 
t nr'fTi in sisteroele de referinta mobile, neinertiale). Acest 
rHiiomcn are consecinte importante asupra raultor fenomene ge- 
•il'/Jce, ca; directüle vinturilor elizee (in tärile tropl- 
ritlf; nord-estice in emisfera nordicä, sud-eetice in emisPr- 
f/iidicä), directiile ciclonilor (cunoscuti din meteorologie 
I ■' fiind lormatiuni cu dietribu'^ii barice aproape concentri- 
, Hvind presiunea minima in centru), devierea curent-ilor 
H. .iiiriici etc. 

A) Existeripa for'^ei centrifuge pe suprafata teresträ pi r.; 
‘iirllril Pämintului de~a lungul axei sale de rotatle. 

‘0 übservatii optice (vizuale i-i foxografice ) efectuato 
’M ii.jutorul aparatelor instalate la bordul satelitilcr arti- 
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ficiali ai Päsiintului. 


3.15 


Care sint dovezile observationfr.ie ale mi^cärii de 
revolu^ie a Pämintulxii in jnrul Soarelui ? 


R ä s p u n 8 ; 1) Penomenul paralaxelor stelare, modelat ma- 

tematic prin elipeele de paralaxä anualä (vezi capitolul IV) 

2) Penomenul aberajiei lumlnil, modelat matematic prin e- 
lipeele de abera^ie anualä a luminii (capitolul IV). 

3) Obaervatie : De fapt, a§a cum a observat astro¬ 

nomul V. Ambar-^umian, coincidenta perioadelor de revolu-^ie 
in jurul Pämintului ale planetelor exterioare Marte, Jupiter 
§i Saturn (pe epiciclurile coreepunzätoare), precum §i ale 
planetelor interioare Mercur §i Venus (pe deferentele lor) 
cu perioada de revolutie e Soarelui (coincidentä neexplica- 
tä in sistemul geocentric al lumii dupä Ptolemeu; vezi capi¬ 
tolul VI), conetituie o dovadä directä e velabilitätii sie- 
temului heliocentric al lui Gopernic (vezi capitclul VI), de- 
oarece cauza acestor mi§cäri aparente ale planetelor, ca §i 
a mi§cärilor aparente ale stelelor ’*fixe” pe elipsele de pa¬ 
ralaxä anualä, este aceea§i - mi§carea Pämintului in Jurul 
Soarelui. 
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G A P I T C L ü L. IV 


PENQMENE CABD MODIPICA POZI T IILE A S TRILQR p£ CER 


4.1 Sä ee stablleascä o formulä pentru refrac’^ia astrono- 
roicä in cazul modelului eferic concentric pentru at~ 
moefera teresträ. 



tl nzolvare ; In aceet model se presupune cä atmoafera te- 
este formata din straturi sferice, concentrice si ßu- 
ridient de subtlri pentru a putea fi conaiderate omogene. 

Pie douä stra¬ 
turi avind indicli 
de refractie n §i 
n* = n -t dn. No tarn cu 
r §i r’ = r dr dio- 
tnntele lor de 

centrul Pämintului, 
a cärui razä este 

In planui in 
care ae aitueasä ra 
za de uminn conrl- 


dercim sistemu; ;e 
c o o rd c: a a t e polare 


4 .1. Schema refractiei astronomice^ 

(r,0}. avind j’olu.! 

Ui T yl drept axä verticala loculul TZ- Lumina care vine de 
I« Ätttrii pinä la observetorul ßituat*ln 0 deecrie o curbä din 
«Rif* «tratul atmoeferlc cu indicele de refrac^ie n delimitea- 
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zä arcul BA, aeimlabil cu segmentul de äreaptä BA, e cärui 
direct-le formeazä unghiul ^ cu verticala locului, Baca i §i 
i» =i+di sint unghiurile de incidentä in A reepectiv B, 
atunci din triunghiul ATB se obeervä cä unghiul de ^refractie, 
in B este i - de . In baza.legilor refractiei §i a teoreniei ' 
sinusului din trigonometrie y avem; . ^ ^ 

sin i*/sin(i - de) = n/n* , (4.1) 

sin(i - de) / Bin i * r/r* . (4.2) 

Inmultind tei^nien cu tencen rela^iile (4.1) §i (4.2), ee obtinell 
Bin iVßlni = nr/(n»x''') sau n’r^sini’ nrsini , (4.3) 

care exprimä faptul cä produBul n rsin i este constant de-a 

lungul razei de lumina, La suprafata Pämintului avem: »' 

r = r , §i atunci: 

o 

n r sin i = n^r^sin z = K, (4.4) 

linde K se numegte invariant ul refract-iei. 

Biferentiind logaritmic relati?^ (4.4), avem: | 

• dn/n + dr/r ctg i di = 0 . (4.5) 

Presupunind cä stratul atmosferic este sub^ire, atunci direc-| 
•^ia tangentei in A la curba desorisä de raza de lumina poat« 
fi consideratä ca fiind aceea§i cu direc^ia dreptei AB. fn | 
cocrdonate polare, tangenta unghiului i format de raza vec- : 
toare §i tangenta la curba in pun.ctul A este; ^ . j 

tg 1 == r/(dr/de) , . (4.6) 

de unde rezultä: —-l'.. . , 

dr/r =r. (l/tgD tie ctg i de . 


(^.7) 
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Tulocuind (4.7) in (4.5), ße obtine: 

de + di « - tg i (dn/n) . (4.8) 

filn triunghiul AMT se obeervä cä ^ = e + i §i atunci: 

d^ * de 4 di . . (4.9) 

l»ln (4.8) §i* (4*9) rezultä: 

~ tg i (dn/n) , (4.10) 

♦Mitnltä ecuatia diferen^ialä a refractiei astronomice. Ea re- 
l•«•tlT.lntä variatia distantei zenitale, 5: , datoritä refract-iei 
U\ fttratul.elementar din vecinätatea punctului A. 

Hefractia astronomicä este variatia totalä a distantei 
»an 1 täte, 5 , de-a lungul razei de lumina, cind aceasta etra- 
toatä grosimea atinosferei. Ea este datä de integrale 
MHl.lllnle: 

R“ tgi (dn/n) , (4.1i) 

Oll lata de-a lungul traiectoriei luminoase intre punctul su- 
l•«»lor de intrare in atmosferä §i suprafata Pämintului. 
bin (4.4) rezultä; 

sin i = (r^/r)(n^/n) sin z 
§4 atunci (4.11) devine: 

“ \ ^ ^ ^/n^r^sin^z )(dn/n) , 

- aM I 

II Binz (l/vinr/Cn^r^ ))2 - ein^z )(dn/n) , (4.12) 

‘iiifi Intcf-rrala refract,iei. Ea poate fi dezvoltatä in Serie 
^ *1 putprlle impare ale lui tg z ; 
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IL = A tgz ■¥ B tg^z + C tg^z + , (4.13) 

coeficientii A.B, C,... deduciadu-se fie din obeervatii, fie 

teoretic, pe baaa modelelor de atmosfera teresträ» 


4*2 i Sß se determine efectul pe care il are refrac^^ia j! 

“ ” asupra coordonatelor ecuatoriale ale unui astru. 

Re zo Iv&re t ?ie ^(oc, S) poz±t±B adevaratä a unui astru | 

pe efere cereeecä, ’ 
isr po- : 

- ± - j 

zitia aparentä a a-r 
ceßtuie (fig.4*2). j 
in aceastä situatfiel 
avem (vezi figura);| 

^5' er 1 I 

= dz«R. (4.14) 
in plus, avem: 

- 06 ) cos 

s - S . 



Pig.4.2, Pentru determinarea efectului 
refr&c%xex asupra coordonatelor ecua- 
toriale ale unui astru. 


Din triunghiul.drept 
unghic ^ m 6^ » 
re unghiul q se 

mefte unghi paralactic §1 este presupus cunoscut, gi din for-^j 

f 

ffiuls (4.14) rezultä: 


mW ® St ~ S ' H cös q . 

X 

® ^ S ^ R sin q • 


nfcU : 


Putern, a§edar, 




—^ du 


C dot® = (oc j - {R/15) sin q sec , 

” = (S - S )“ = R cos q . 


(4.15) 


Dt)bervatie ; Pentru determinarea unghiuiui q se consi- 
triunghiul eferic PZ6'^, in care unghiul din se apro- 
• Inifazä CU unghiul q din GT, Aplicind acestui triunghi for- 
lui Gause, obtinem: 


coe = ein ^ cos 8^ + cos ^ cos cos , 

Bin z. cos q = sin ^ coe 5^ - cos ^ sin S ^ cos , (4.16) 

nin z^ sin q = sin coe . 

Dacä introducem notatüle : 


sin g m sin M , 


cos cos H-, = m cos : 




i»«1ucera imediat: 






'^^^1 ~ = tg M>/ cos , o, 


ro = cos ^ cos H^/ cos M . 


(4.17) t P '-’ P i L 


P- v^g'vvijA 

Cu notatiile introduse, sistemul (4.16) devine: ’ % ® F' M 


OOS z^ = m cosdJ - S^) , 


sin z, cos q « m sin(M - S, ) , 


...v/D q - UJ OAHm ~ w 2 ' 

sin Zj ein q = sin cos' ^ , 


o. c ^7 


und.: 


tg q “ tg H-, COB M’/ sin(M - S-i ) , 

tg Zj = tg(M - Sj ) / coe q . 




6to 0,0 O l 

O.oor.5 

0 0 ^ Oh 

- l'O c. 0^6 

- 2o ■ 0. 

* 


(4.18) 


VV\0 \Cr 


,n 


A i 


r*. 


(r- ^ 


/ f,' . ' 




( A - 



































4.3 


Intr-o zi, Iß momentul sideral Ö *= 18^43^46®, 5 > ß-s 
obeervat din Cluö-Kapoca (cf 46^45’34”) un obiect 
cosmic, determinlndu-i-se coordonatele ecuatoriale ßpß“* 
rente: 12^4^34®,5 , S 3 ^ « ^ 52 ^ 53 ’05”. Sä se determi- 

ne corectiile dT"*" dätorate refrsctiei setronomice, 

§tiind cä dz « K « A tg z^ t und© A« 58”,3 • 


Indicatie: Schema de rezolvare este urmätoarea: 

^ 'lil 

1 ) calculul lui Hji^s 0 - 0625=6 39^12 ,0* 99 48’ , 

2) calculul lui M cu formulele (4.17); - 

3) calculul lui q cu formulele'(4.18); 

4) calculul lui z^ formulele (4.18); 

5) calculul lui do6® §i d<^” cu formulele (4.15). 
in urma acestor calcule, rezultä; 

.ß oS CO ^ r« _ 81 . 

i 


do6®« 8®,52 , d<^«« 60^ 








% 
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4.4 


Sä se detennine paralaxa diurnä orizontalä ecuato- 
rialä a Lunii. 


Rezolvare : Pe Bcela§i meridian tereetru, la latitudinij 

le geografice 

§i ^2 * ®® plaeeft- 

zä doi observatorij 

care determina diu» 

tan-tele .zenitale fcf 

pocentrice z^ §1 »ij 

eie Lunii (fig.4.J) 

Pig,4.3. Determinarea paralaxei diurne Dacä p* ei P* ßinl 
a Lunii. ^ ^2 
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|i.ralaxele de inältime ale Lunii peatru observatorii dln Cs 

X 

«1 Og, atunci din patrulaterul TO^LOg resultä:' 

i = 36c®, 

•Äu: 

; ;; ( 4 ^«) 

in caeui f-lslütului eferiCf intre paralaxa diurna orizon- 
^.l« eouatorialä B Lunii, notatä cu = R/Ä,^(vszi figura), 
fl paralaxele de inältime existä relat,iile- 

p{ “ TC(£ Bin , 

r,' ^ ■ ( 4 . 2 c'' 

P 2 ■= ßiJi ^2 ■ 

inlocuind ( 4 . 2 c) in (4.19), ee obtine: 
llj»(ai + Zg - (t|? ^ + I ^gi ))/(Bin z^ + sin Zg ) . (4.21) 

in acest mod ee obtine OT^, = 57'02", 7 . Avind in vederc i'ap- 
Uti oh.raza eouatorialfi a Pamintului este = 6378,2 km gi ca 
**<“** 0 ^^!’ ob-fine distanta laedie a Lunii fata de Päüdnt; 

= 384 403 kiri . 

^l . » X.V a ^ 1 e ; Pentru determinarea parelaxelor diurne rae 
. 11 III corpuri din sietemul solar ee poate foloei tot metodr 
^ie.'eliifi mäi 8ue. Ea nu este potrivit^ in cazul Soarelui, de- 
'..enn Jufflina acestuia incälzegte lentilele instrumentelcr de 
it>«.i vnre pi, din aceastä cauzä, mäsurätorile eint afectai» de; 

I* I 1 . 




tih ee detennine paralaxa diurnä orizontalä 
ulR a Soarelui. 
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Rezolvare: Se presupune eunoscutä paralaxa diurnä ori-i 
zontalä eouatorialä a plaaetei Marte (tlTjjS23",28) §i ee oon- 
siderä Bitua^ia in care Soarele (S) §i Marte (M) Bxnt ln mä¬ 
re opozitie 1-atä de »ämint (?), adicä opozitie in care Marte 
se gäeegte la periheliu (fig.4-4j» 



pig. 4 . 4 . Determinarea paralaxei diurne a Soarelui. ) 

Notäm cu: r„ - raza orbitei Pämintului (presupnsä a fij 
circularS); r^, - diBtanIjB Pamint-Marte la opozitie; a^, - ae4 
miaxa mare a orbitei planetei Marte; e - excentrioltetea orV j 
bitei lui Marte; SM = a^(l - e ) eete distante de la perihelluj) 
orbitei lui Marte la Soare, ! 

I 

Din fig.4.4 se vede ca RergBinTtgi ei B ■= r^ sin TCjjj , Ul 
unde rezultä imediat: l 




Tg, sin Jtg, ■= rjj sin Otjj . C4.22J 

Deoareoe paralaxele 3Tg ei 7 T:jj sint unghiuri mioi, l»l 
SM-S?«Bjj(l-e)-Tg, rezultä! 

(4.?.l)'' 
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unde raportul s® de'termxnä din legea a treia a lui Ke- 

l'Ier; 

ajj/rg. = ■ <^*24) 

Tu ?i fiind perioadele de revolu^ie eideralä ale planetei 

ü i 

Hurte §± respectiv Pämintului, 

inlocuind ( 4 * 24 ) in (4.23)5 evem: 

OTg = ({VTp)^^^(l-e) - (4.25) 

In decursul timpului s-au efectuat mal multe determinari 

• Ifi paralaxei Soarelui, foloeindu-se in aceet scop §i astero- 

Irtul Eros. In 1970 s-a adoptat valoarea 710 «8”,794 » care co-* 

G 

r««puade disten-tei Pämint-Soare de 149»^ • 10 km c lüA. 


4,6 j Valoarea raportului dintre diametrul Lunii §i diame*- | 
trul Pämintului eate 0,27 . Neglijind diatantta de in , 
l'Airiint la Luna, sa se determine paralaxa Soarelui pentru | 
uti Observator ce ee aflä pe Luna. • 


U? e P u ri 8 : 2”,38 . 


4 7 I In" momentul opozitiei» plarieta Jupiter se aflä la 
distantja de 628 • 10^ km fa^ä de Pämint. Diametral 
• rtu aparent eete de 47” 2 . Sä se determine roärtrriea li 
Mlürä a razei planetei Jupiter. 


fi ^ » P u n B : 71 400 km. 


4 H I Dindu-se raza Pämintului Rj, paralaxa diurnä orizon- 
talä fl unj.1 aatru gi diametrul sau aparent 2p 

iC 
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! (ungniul euh se rede dieseti-al acestui astru de cätre 

un Qbservator situet ln eentrul Päniintului), se se calcu- 
iese rasa aetrului respectiv distanta pinä la el. 


ReiKolvare : Sä coaeideräm jfigura 4,5. 



Fig.4.5- Pentru detenniiiarea dimensiunilor 
§i distan-^ei unui astru, 

Bxaminlnd acesstä Tigurä, se observä cä: 

Rg = Ajj siE Tl^ , , 

R* = AjjSin p , 

formule din care deducem cu u§urin'^ä; ’ 

ein (3 , 

" Aa = Ej/sin p . - 

4 -B . li a til i in cazul Lunii, avem~ 15V5_ f 1 . 

= 57’02",7 . In conformitats cu forinulsle (4.26), reeultä: 

- 0,27 Rg ~ 3476 km , A(j=60,3Rj. 

■?entru Soara, Pg = 95S” 6 3 16’- gi ar 0 = e”,794. Conform 
cu formul-sle C 4 -. 26 ), rezultä: 

Ho = 10SR-, Ae=lüA. 
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^.9 Se da distenta zeaitalä aparentä a planetei Venus 
z»« 64^43’ §i paralaxa diurnä orizontalä p^=20”. 
iJft ee determine distanta zenitalä geocentricä a planetei 
Venus. 


Il tzolyare ; Se §tie cä legätura dintre paralaxa de inäl- 
tlwie §i paralaxa diurnä orizontalä este data de: 

Py * py ein z* , 

\my distan-fea zenitalä geocentricä este: 

Zy = Z’ - Py • 

in cazul numeric dat obtinem; py * 18” 08 , de unde: 

Zy = 64°42'41",92 . 


4 1ojDin doüä obeervatoare dlferite, A gi B, de pe P§- 

mint se obeervä in acela§l timp astral G' §1 se de- 
^^Bnllinä distan-^ele zenitale Zj^ §i respectiv z^. Suma ce~ 
Inr (louä paralaxe geocentrice in raport cu cele douä ob- 
«•rvntoare este p . Sä ee determine distanta de la'astru 
U eentrul Pämintului exprimatä in raze terestre. 

f 

^»■» (»Jvare ; Schema problemei este reprezentatä in fig. 
4 Kxaminind aceastä figurä, ee obeervä cä: 

Pl ' ’ 

P2 ■= (Rj /Ag) ein Zj , 

din care ee deduce imediat: 

P •=Pi‘''P2 * (Rj/Äg)(ein z^ +ein Zg) . 

'• «1 1 '1, dietanta geocentricä a aetrului ff este datä de: 
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Zig« {Bin ^ sin Sg)/p * 


(4.27) 



Fig.4.6. Pentru determinarea diexan^ei unui astru, 

A p 1 i c a t i e : Presupunem ca ~ 30^, = 45^« p = 70* . ExH 

primäiTi mal intii p in radiani: p = 70* ('Jl'/lß0)/60 = 7^/1080.] 
Aplicind acum foT*mula (4»27), se obtine: 

Ag = ((1 + V2)-1080/(2-7ar)) Rj = 59,276 R^. 


4.11 


cuatoriale 


Sä ee stabileascä formulele pentru determinarea 
corec^iilor de paralaxä diurnä in coordonate e- 


Rezolvare : Fie eißtemul de coordonate rectangulare Txyi 

CU originea in T - centrul Pämintuluiavind axa Tz indrepta- 


tä in direc^is polului nord, axa Tx in directia punctului T 
(punctul vernal), iar axa Ty fiind eituatä in planul ecuato-«j 
rului aatfel incit sistemul sä fie drept. Consideräm un puno» 


r de pe suprafata Pämintului §i fie PMH meridianul loculul. 
Sistemul rectaritmlar de ooordo;,-.re Mx'y'z’ are axele parale- 
CU axeie BiBtfcrüului Txy-. 'f-'c. an aetru & eituat la die- 
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»•Hin A fatä de T §i la distanta A' fatä de M (fig.4.7). 



f4g 4.7. Pentru determinarea corec^iilor de parelaxä diumä. 

I,»«t aetru are, in raport cu ßistemul rectangular §i polar de 
.;.Nrd..t.«te cu centrul in T §1 H, respectiv, urmätoarele coor- 

i* I 

(x\y*,z*) - coordonate rectangulare topocentrice; 
(A*t-oc** S* ) “ coordonate pol are t opoc e n t rl c e; 

(i,y,z) - coordonate rectangulare geocentrice; 

( At o6* S) - coordonate polare geocentrice. \' 

rie ei HCR.e.tf') ooordonatele rectangulare 

polare ale lui 11 fatä de aißtemele de coordonate cu 
in T (R fiind raza Pämintului). Putern scrie: 

Tg » TM- + MC , _ ' 

PHH, !'• ot)niponentc t 


X - ^ + x' 


y - n+y' . 


z » ^ + Z’ , 

























ceea ce duce imediat la; 


x’ « X - ^ , 

y’my-^Tj , Z*eZ 

- C * (4.28) 

unde: 


j 

X « A cos S cos o(. e 

X’« A’cos S*COS 06*, 

^ » R cos <P*cos 9 , ^ 

^ -l 

y « A cos S ei^ ot , 

y** A’cos S*sin 06*, 

T) * R cos sin G , ' 

z *= A sxn S ; 

2*« A’sin S* ; * 

^ » H sin *4>* , ; 


A§adar, fonnulele (4.28) ee pot scrie sub forma: 

“ i A’ coß S * coa 06 * SS A cos ^ cos ot "• H cos <4^* coe G , 

, ^ A*oos S*sin 06* « A cos 5 sin oc - R cos *^*sin.G » (4.29)’ 

f A’sin'S* »s A sin F - R sin‘f* , 

de linde se ob^ine imediat i 


A’COS ^*COS(o6* - OC) *s A COB S - R C08 <4^*cos(G 06) , 


1 A*coß S*Bin(o6* -06) «= - R cos* ^^*Bin(G - . 


(4.30)' 


Beoarece o6*-o6 este mic, cos(o6*-o6) S 1 §i atunci prl4 
ma reletie din (4.30) impreunä cu ultima din (4.29) devin: 




din care se ob-tine: 


A’cos S * * A coe S - R cos <f *cos(© - oc) , 
A’sin S * = A Bill S - R sin * , 




Vj 


A*cos( S *- S ) « A - R(©ß'S> *-sia S ^ cos ^^’coe B cos(G - ex), 


V s/t A’sin{S S ) « - R(sin ’cos S - coe ^’sin S co8(G-06) 


Ir 


Din (4.30) §i (4.31) rezultä: 


^ icp : 

tg(€X*-o6) = - R coe <4^*sin(G- oc)/( A cos R ^R coe *cob(G*“ 06) ), 

tg( 5 ’- £) * - R(ein *cos S - cos ^>*sin ^r'coß(G- oc))/{A - 

(^R(ä©» ''f‘sin S -I-cos ’^*cos co8(G-o6))) , (4*3|<i 

rolatii care dau corec-^iile de paralaxä diumä o6*-o6 §1 4* | 


exprimate in radiani. 

6 ./C—1 \ ~ - 4..’» ^ ~ +'| 
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4.12 Stiind'cä paralaxa stelei Proxima Centauri este TT = j 
==0*',76 , sä se determine distanta pinä la ea Sn uni- 
^1,1 astronomice (ÜA) i^i in ani-luminä (a.l.). 


li e r, o 1 V a r e : Se §tie cä (JI«: a/A ; a * i ÜA. Dacä paralaxa 
ie »Kprimä in secunde de arc , avein| 31** « 206 265/A ^ unde A 
a® •Äprlmä in unitä-fci aet ronomice. Atunci rezultä imediatr 

A == 206 265 / 0,76 » 271 400 UA. 
beoarece la.l.= 63 304 UA, rezultä cäj 
A- (206 265/lt”)* (1/63 304) = 3,26 / 0,76 =. 4.35 e.l. 


" • ' I Sä se determine j:;orecty ie de paralaxä heliocentr.i'- 
cä, atit in coordonate ecuatoriaie. cit ei in coor~ 
fcliptice. 


it i v.n_21A = Se considerä un ßistem de axe trirectangular 
Tx’y'z*, CU originea in centrul T al Pämintului, avind 
1x’ 'indreptatä apre punctul vernal, iar planul Tx’y’ co- 
ou planul ecus torul ui. Cu centrul in Soare, care ec- 
Biinnt in planul eclipticii, se copsidera §i un alt sieter;; 

;-Mt‘ii(»riate, Sxyz. avind axele paralele cu axele sistemului 
r' Ooordonatele geocentrlce ecliptice ale Soarelui sint 
0) , linde a este distan-^a Pamint-Soare. 

4- o Btea eituatä la. distan^a A’ fetä de Pärnint v- 
■ A fatä de Soare (fig.4.8}. 

hHj.ri {(v.\ X*) eint coordonatele ecuatoriele^ geocentri cf* 

- , ) coordonatele ecuatoriale heliocentrice ale ßteiti, 

i (« UAA-uiU' fd - S^''S ^ 

\ . f") ^ VAlixi' ^ /^ÄMdZ^ n 































82 



atunci coordonatel® sale rectangulare fe^ä de sisteaele cu 
originile in T §i S sint respectlT: 


X* 

* A’COS s ’COB 06 » , 

X 

“w A cos S 

coe 06 , 


y’ 

*= A’coß S *sin 06’ , 

y 

e A cos 8 

sin 06 , 

• ( 4 . 33 ) 

z * 

= A’sin 5 ’ ; 

z 

s A sin 6 

* 

' ( 





Pig.4.8. Pentru determinaree corectiilor 
de paralaxä heliocentrica. 


Coordonatele geocentrice ale Soarelui sint: 

^ ® a cos 9v0 • v) » a ein 91^ cos 8 , . ^ « a sin "Xq sin 8 . 
Din fig.4.8 se observä cä: 

* TS + SG” , 

sau: 


(4.34) 


. 1 


A’cos S’cos oc’ = A cos S cos oc -i- a cos , 

A’cos g * sin od* a. A Cv^s S sin oc + a sin cos 8 , 

A' sin S * « A sin ^ -f a sin sin 8 , 


(4.3^) 
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a« unde, prin calcule simple, se obtine: 

0 * A cos S 8in{o6*- 06 ) + aCsin o6*cos - coe oc’sin '^^coc E ), 

A’coß « A COB 8 coß(o6*-o6) -}-a(cos o6*cos 9*., -f (4.36) 

+ sin 06 ’sin X^ cos E) . 

Efectele foarte mici ale paralaxei anuale permit eä a- 
|M*Mxlmäin pe 'Bin(D6’-oc) cu oc»-o6 §i pe cos(5*-c^) cu 1. Din 
rela^ie (4.36) rezultä: 

(^'-06 « -(a/A) sec 8 (sin o6*cos - cos oc'sin 'A^ cos £ ) , 

(•1.37' 

Ur din ultima relstie (4.33) impreunä cu a doua relatie din 
14» ^<i) se ob'^ine u§or: 


rr - (a/A) (cos 06 »sin ^»coe X^ -f ein ü6»ßin S’sin cob£- 
- COB S’sin Bin £ ) . (4.38) 

Kormulele (4.37) §i (4.38) dau corectiile de paralaxä he- 
MMMpntrlcä in coordonate ecuatoriale. 

Unoarece a/A =9t este mic, o6» §i 5’ sint foarte apro- 
jiUfcp de 06 §i £ respectiv; rezultä cä valorile trigonometri- 
^1*» func^iilor sinue gi cosinus aplicate coordonatelor geo- 
<1 Ine (x* §i pot ü aproximate cu valorile coreapunza- 
♦ < 1 rid eie se aplicä coordonatelor heliocentrice o(. ^i 5. 

»fMn‘l Torraulele (4.37)- (4.38) se acriu sub forDia: 

^ iw*“7rBecS( Bin oc cos - cos ex ein cos f ) , 

- * S - 31 (cos 06 sin S coe A^ + ein o6 sin S sin A^ cos 6 
- cos S sin Xq sin £ ) , 



♦-I'» ‘«y- 1 ntä corectiile de paralaxä anualä in coordonate o 
expr ■ umle in aceleagl ur^ itä^^i ca §i paralaxa 71. 

< p'niiul Tx'.v* cßtc ales in planul eclipticii, adicä 
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punem 5 sc 0 » atuiici. coordonateie (a’, S’) ei (of , S) se trans 
forma 2*eßpectiv in §1 , iar formulele (4.39), 

devin: 

s= -TC sec p 0in(9i - , 

P’- p ® -TT sin p coß(9*»- 9^^) , 

.care reprezinta corectiile de paralaxä anualä in coordonate'^ 
ecliptice. 


(4,40) 


4.14 


Sä sa detextaine locul geometric al pozitiilor apa- 
rente (geocentrice) g» ale unei etele in decure de 
un an in jurul pozil^iei sale adevärate (heliocentrice) 6, 


I 

Rezolvare ; .Fie TTS' meridianul ecliptic al pozitiei he-{ 



Fig»4,9. Elipea de 
paralaxä anualä. 

parente (gaacentrice) sint 


liocentrice 6” prin care 
eete figurat traseul' ' 
paralelului ecliptic (fig. 
4*9). Se considerä siste-/ 
mul de axe rectangulare 
6^^ , sensul pozitiv 
fiind directia est a pa- '' 
ralelului §i Sr; direc'^ia ' 
nord a meridianului eclip^ 
tic. in acest aietem de | 

j 

axe, coordonateie rectan-«^ 

ii 


cos p , 


(4.41) 
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l'lnind seasaa §i de relatiile (4.40), ee obtine: 

' ^ « -3r 8in(?v- . 

(4.4r 

T] =. -or sin P cobC'X - 'Ag) . 

Eliminind parametrul c\ - intre cele douä ecuatil de 
Will BUB, rezultä: 

T)^/(ar2ein^p) » l, (4.43) 

H.r« reprezintä ecua^ia uael elipee cu semiazele TC gi sinp 
»Miiultä elipea de paralaxä anualä a etelei. 

In relatiile (4-42) uumai parametrul variazä in de- 
.«rnul unul an de la 0° la 360°. Migcarea pozitlei eparente 
H* «llpsa de paralaxä anualä se efectueazä in eens direct, ca 
•I nilgcarea Pämintului pe orbita sa circumsolarä, iar pozitia 
■ i.nrentä e etelei diferä cu 180° de pozi^ia Pämintului pe or- 
♦«Um «a. 

P:iipßa de paralaxä anualä este o dovadä a migcärii de 
^ •»«»lutie a Pämintului in Jurul Soarelui. 


.4 )*/ j Sä^se determine expresiile corectiilor de aberatie 
I a ^alä in coordone te ecuatoriäle. 

I ^ d J -9 t i e ; Fie (u^S) coordonateie ecuatoriale ale po- 
Ulp» adevärate a etelei 6^ • §i (ot^S») coordonateie ecuato- 
Ille pozitiei aparente Gr», cauzatä de eberatia anualä. 

:'>r considerä (fig.4.10) eistemul trirectanguler drept 
MiHirdonate Sxyz , avind origlnea S in centrul Soarelui, a- 
‘indreptatä in directia punctului vernal, planul Sxy ea- 
plMUuJ ecuatorului, iar axa Sz coincide cu axa polilor e- 
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cuatorului terestru. Centrul Pämintului, TCx.y,z),^te sltu- 
at in planul eclipticü, la dietante r de Soare. V eete vec- 
torul rezultant al compunerii vitezelor c (viteza luminii) 

V (viteza de deplaeare a Pämintului in mi§ioarea sa de re- 
vclu-^ie in jurul Soarelui). 


Pig.4.10. Pentru determinarea. corectlülor 
de aberatie anuelä. 

Din fig.4.10 rezultä rela^ia: TA* = TD + DA*, Prin in- 
multiri cu factori convenabili ale relatiilor rezultate din' 
proiectarea pe axele de coordonate a relatiei vectoriale d« 
mai 3U8, se ajunge Is formulele: 


<x* - 06 s - (v/c) sec S (sin oc sin + 
cos 06 COS COS €.) , 

p’*- ^ - (t/c ) (sin S CO® t% sin + (cos S sin 6 - 

- sin c>i sin 5 cob E) cob , 

care rrprezintS. ccrec'^ül^ abera^ie anualö cäutate. 


.441 
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Sä 86 stabileascä corectiile de aberatie anuala in 
coordonate ecliptice. 


Hl . v). Ay ar e ; ConioriP figurii 4*10, dacä6»0, ?(c,0^,p) 
|l /(V,'A*,ß*), atunci v sin , -v cos , 0). 

I'roiectlnd relatia vectorialä V = c^v pe axele de coor 
dai(At «i, ne ob^ine: 

V »Mifi p * cos ’ Ä c coß ß COB 0\ f V ein , 

V ooii ß*ßin 9s* « c cos ß Bin Ov ~ v cos , 

** I» 1 n p ♦ X, c sin p , 

din care, dupä calcule simple, se ob^ine: 

" A’-'A = -- (v/c) eec p coß( A* ) , 

ß'- p - (v/c) sin p*sin( - V ) . 

I«<4i lmea Kv/c (in radiani) se nume§te conetanta abera- 
i 'viiid in vedere faptui cä: 

W) = sinC-^g-Ti) , coeOg-'X’)^ coBOg- ■>) , 
- UII" (4.46) devln; 

= - K sec (ä cosCXjj - ■>.) , 

p’-p * - Kain [3 sinC'^.g -. (4.47) 

• .in. iiitä corectiile de aberatie anuala ln coordonate 


(4.45) 


(4.46) 


« iot.cnnlne ecuatis treiectoriei pozi^iai apa«^ 

■ l'. ’ lintoritä aberatiei anuale . 

bvH y rece ir. (4,47) nuinai variazä in de- 
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C A P I T 0 L U L V 
TIMPUL S I MÄSURARSA LUI 

■ .jp- 

/ 

A '' _ 

js.lj Din Cluj-Hapoca s-a obaerrat un eatelit artificial [ 
al P&nintulul la momentul t = 175^3 5 “ 43 S ,2 . care e | 

I »Mül moinentul sideral al obeervatiei, ptiind cä longitu- \ 

= localitätii Clua-Kapoca este L « + A34"“23 ®,46 , iar | 

i ♦tiiipul sideral la miezul noptii miölocii la Greenwich! 
•((■''TU) B foat e^Q - 1^13™32® 6 ? j 

. .. . ' ---—.. ... i 

>1 ^ l Ll_Y_a r e ; Relatia fundamentalä dintre timpul mediu §i 
' «iiideral este: 

J i\n tropic « 365,2422 z.m, 366,2422 z.ß. ( 5 . 1 ) 

' inseamnä zi medie, iar z.ß, - zi sideralä). Ivotind 


ii./l z.m. « 365,2422 / 366,2422 

! , rezultä 


1 z.m. = 1/^ z.e. = 1 + 1 / 365 , 

2422 Z.ß. , 

(5.2) 

1 z.m. = Iz.s. + 3"‘56®,555u.ß 

. (unitä-^i 

ßideralfe), 

• h.m. ,h.B. ,.,8 „er 

J = 1 + 9 ,856 u.B., 



|m.m. ^ ^m.s. q®, 164ii.e., 


(5.3) 

,e.m. ^ jB.e, 08003 u.s. 




inversä relatiei ( 5 . 2 ) este: 

I z.m. = 1 - 1/366,2422 z.m., ( 5 . 4 ) 

I ,H. * 1 z.m. - 3^55®,909 u.m. (unitä^i medii), 

, »i .»>. ,h.m. o-nA 

' * 1 - 9 ,830 u.m., 
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^B>.S . 


, s .m. 


- 0 ,003u.m. 

Romania aflindu-se in cel de-al doilea fuB orar, legät 
ra dintre timpul säu mediu §i timpul universal TU (tim| 


mediu de la Greenwich) este data de rela'^ia: 

TU = t„, - 2^ . . 


(5^ 


Dacä intr-un anumit loc de pe Pämint momentului mediu 
ii corespunde momentul sideral G , iar miezului nop^ii mij 
cii (medü) ii corespunde momentul sideral 9^, atunci intey 
valului de timp mediu t-0 ii corespunde intervalul de töl 
sideral Rezultä cä: 

Pentru observatorul din Greenwich, rela^ia (5.7) devine; 




(S’ll 


de unde; 

ÖQ = (l/;i)TU + . (5.' 

Legätura dintre diferenta de timp pentru doua localit^l 
corespunzind aceluia§i moment fizic, §1 diferenta longitudl|l 


lor lor geografice este data de; 


% = T-a“ Ub 


[5.1 


care, scrisä pentru timpul sideral, unde localitatea A ei'll 
Cluj-Rapoca, iar localitatea B este Greenwich, devine; 


9 


C3 




sau: 


Qi- 




®Q Uc;j 


(5.M 


( 5.11 


Pormulele (5.6), (5.9) §i (,5*12) rezolva problema proH 
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«ft fl trecerii de la timpul mediu la timpul siderai . 
in cazul numeric dat, avem; 

TU - 17^35“4S°2 - 2^= i5^35"‘43®,2 . 

(1/^)TU = (l/^)-15’^+ (l/^)-35“ + (l/;i)-43® 2 = 

- 15 • (1^09®,856) + 35 • (l“oo®l64) + 43,2 • (1®.003) = 

-■l5^02“‘27®,84 + 

35”05®,74 
43®, 13 

= 15*^38’®i6® 91 . 

Bin (5.9) rezultä; 

Öq = 15^38®16®,91 + l‘^13’”32®,6 = 16^51°49®,51 , 

Ul pr baza relatiei (5.12) obtinem: 

= l6'^5l“49® 51 + 1^34®23®,46 = 18^26®12^,97 . 




La Cluj-Rapoca s-a determinat timpul sideral, obser- 
v5ndu~8e trecerea la meridian a unei stele avind as~* 
dreaptä oc s: 5^05^42^,03 . Care a foet momentul de 
Mmi|. mediu. corespunzätor observatiei, §tiind ca timpul ei- 
- rn I Ifi 0^ TU era 9 qq ”• 2^24^30®, 5 i iar longitudinea ioca~ 


I «U 1, CluJ-Napoca este = l'^34®23®,46 ? 


' ' -* 1 ^ fa r e : Se §tie cä 9 = od 4 - E . In momentul trecerii la 

> r-, H.O gi atupci = ct = 5^05™42® 03 • 

rei: de la timpul sideral la- timpul mediu eate real :- 
i.iir* Intfrmedlul formule lor (5.12). (5.8) si Dli 



>r. 
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in conformitate cu (5«8)? avem 
TO 

iar din (5,6) razultä cä timpul mediu ^äorespunzätor obeervs 


(1^06“48® 07) yi . l’^06®37® 28 . 


■Jiei B fest; 


■*■ 2^ « 3^06“37®28 . 


^‘L1 Tokyo timpul eolar inijlociu este tg^^,« 19^53“14?,5. 

" ^ Sä se determines 

I ) timpul fusului la 3?okyo, §tiind cl E ©i 

n= 9; 

1 ) timpul legal romän corespunzätor; 

c) timpul slderal corespunzätor la Cluj-Kapocs iu ziua d« 
17 octombrie 1973 = 1^34"‘23®, 5 E ?1 6^^ « 1^41®25®,2). 

S. 2 o 1 B r e I a5 Pentru determinaree timpului iuBului 1« 
cyo, se aplicä formula: 

ur le semnul ^ ©e ia pentru longitudini vestice, iar eemnul 
6 ia peritina longitudini estice. Avem succesiv: 

ly = g^ie^oo®, 0 , - 

n a 9 » 

n-l^ » -0\9“00®0 , 

^©m “ 19^53“14®,5 . . 

Tj^ * 19^34“l4®.5 . 

h) Pentru determinarea timpului legal romän coreepunzÖtul 
se apllcjl fDXffiula urmatoare; 
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5?^ > (ai- n) , 

Ih razul nostru, ffi*2 , n*9 . Se deduce imedlat: 

Tg - 12^34“*!4®, 5 . 

o) Pentru a trece de le Tg la pentru data de 17 ocrom 
htte 1973, rationementul logle al treneformfiril eete: 

Tg - 12^34®14®5 
Tj, «■ 10^34®14®5 

Lsi m 1®44®.<2 

©o - 10^35“*5B®,7 

©oj. » l‘*41®25®,2 

© - 12^17®23®9 

- 1^34“23®b 

©P^ - 13^51 “ 47 ®, 4 

feLu rratl* ; Corectie Äm a foet celculatä, pornlnd d« 
U 1,,, pe baea tebelulul treneformärii unui Interval de tlmp, 
psi*l»«t ln unltfitl de tlmp mediu, £n unitätl de timp eiderr.] 

Mir.i, 

10^.1®38®,6 

34®.5®, 6 

14®, 5.0®, ü 

A» « 1®44®,2 


1» «[ I 1 . 111 Ä atele cunoecute, C(oc,S) «i Cf'(a*,Ä'), obaer- 
I V«l« dlntr-un loc de lätitudlne ating o aceea^i 
, K«nltalä la momentele siderale © §1, respectlv, 

I I fiP mß calculeze eceestä dlstanV^ zenitalä, precum §1 
I ^ jocului de obeervare. 
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RezolTar® : Eroblraa este reprezentstä echematlc £n fig 

5 - 1 * Se considerä triun- 



Fig.5.1. Pentru calculul dis- 
tantei zenitale a unua. astru 
al letitudinii locului de 
obßervare. 


£hiurile de poziiie FZ6 
§i FZ6*. Aplicind prima ' 
formulä fundamentalä a tri 
gonometriei sferice (formu^ 
la cosinusului a lui GaiiSB 
in aceste douä triungniurl 
de pozitie, ob-^inem urmä- 
toarele relatii: 

cos z ein '-f' ain S 
+ coe ^ coe S cos H, 

(5.13} 

Cva z' = Bin 9 sin 5'* -i- J 

■+ cos coe S ^ coe H* , ! 


unde z»z». Tinind seama de acest fapt. pe bsza formulelor 
{5*13se deduce imediat: 

Bin sin S + cos ^ cos S coe B ^ 

~ sin sin coe cos <??* cos H' . 

Impärtind aceastä rela^ie prin cos <P, se ob^ine; 

tg «f^Csin S - sin S’) « cos ö’cos H' - coe S cos B , 

de unde: 

tg ^ (cos ^’cos H’ cos S cos H)/{ 8 in ö - sin g»). (5.14)1 

dintre formulele (5.13) impreunä cu (5.14) rez©if4 
problema data. 


‘ Pentru determinarea lui H ^i H’ ee apHolj 
cunoocat^ forniulä care leagä ttmnul eideral de unghlu? ornri 
de asceni^lk.?, dreaptä. 
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j Douä Stele de coordonate ecuatoriale cunoscute au, 

in acela§i moment (fizic), aceea§i inäl^ime. Care 
iBlö valoarea timpului sideral in momentul respectiv? 

i i i V a r e ; Dacä stelele 

iNtewyl inältime, atunci §i distantele lor zenitale eint ega- 
i§f «dlcä = Z2, ceea ce duce la: cos z^ = cos Z2. 

Din formula cosinusurilor aplicatä triunghiurilor eferi- 
4 0 pozi^ie PZ6'^ §i PZ6^2 rezultä in acest caz; 

sin ^ sin + cos ^ cos cos = 

= ain sin + cos ^ cos ^2 ^^2 ’ (5*15) 

cos (cos cos - cos §2 

«= sin 9 (sin S2 - sin ^j) • (5.16) 

IMirj^rid condit;ia cos (adicä 4^^^90^), obtinero, prin 

f5**1'^# 11 rnfi relatiei (5.16) cu cos egalitatee; 

coe Sj coe - coe ^2 cos H2 = 

- 2 tg coe S'^)/^) 8in((S2-^j)/^) , 

Lrebuie sä eliminäm pe §i H2* 

Tlmpul Bideral in momentul observatiei simultane este: 

ö s= 2 ~ ^2 ^ 2 ’ 

<1- f’nzuJtä imediat: 

«= 9 - , H2 = ö - 0^2 . 

ImIi (lucTiid nota^ia: x ».0-ou^ (de unde rezultä ime- 
• tj . ♦ putem Serie: 

X -4 (06 ^ ~ ^ - ot^ . 
























L 

Dupfe transfcrmäri eimple introducind, in plus, notatiilei 

I 

a = cos - cos 52000 ( 06 ^- 062 ) , 
b = cos 0 2 ßin(oc^- 062 ) , 

c = 2 tg sin((S g-Sj^)/ 2 ) coe((S^+ 82 ) 72 ) , ■ r 

problema revine la rezolvarea imngtoarei ecuatli trigonome-| 

trice: 1 |" 

:V 

a sin X 4- b cos x := c , (5.17| 

] ( ; 

ecuatie trigonometricä de tipul liniar, pentru a cärei rezolj 
vare existä - dupa cum se §tie din trigonometrie -* mai multi 
metode, ^ 

iiolutia generalä a aceetei eeua-^ii este: | . 

X = arcsin((c/a) cos p) + kox - p , 

unde p «: arctg(b/a) , k e ; atunci: 

9 s: (-1)^ arcBin((c/a) cos p) 4 - k*K - p 4 - <x^ . (5.1® 

Diecutie ; Deosebim, dupä valorile lui , citeve cazuri 

1) 4^ = 0° (ecuator); corespunde cazului a ^4 b^=c^. Atunctl 
airein Brcsin((c/a) cos p) = 0 §i ecua'tia devine o ecua^^ie cuj 1 
Bolutia generalä: 9 = kTt - p + 06 ^ , cu p*arctg(b/a) §i 

in acest caz, ecua^ia admite 1 -od solutii reale. j 

2) <f = 90^(pol); corespunde cazului a^+b^^c^. Pormula 

are sens in acest caz, ea fiind dedusä cu conditia (pus& i« 
inceput) A§adar, in cazul de fa^ä, ecue'^ia nu admlli 

solutii reale. ^ 

: 

3) 0^<M><90°; corespunde cazului a^ 4 -b^>c^. Acum ecuw^ 
tia are 2-aD solu^ii reale. Se aplicä in acest caz forraultt, 


4 ! 
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hii^lriutä in foarme sa generalä. 


j Cunoecind direetiia meridianei §1 declinatia Soarelui 

la un moment dat> sä se determine ora locaiä, utili- 
»ihd pentru aceasta umbrs lässtä de un stilp vertical de 
itiiiKi-me 


f () .l vare : Sä consideräm fig.5.2. Din triunghiul drept- 



fic ^ ;* l'nntru determinarea 
orei locale. 


unghic GOB putem scrie: 

tg c = C/oc . 

Se mal observä cä: 



in triunghiul sferic de po- 
zi^ie PZS (S - Soarele) se 
cunoa§te Sq ^i latura ZS: 

ZS = Zg = 90° - hg . 

Aplicind in acest triung^bi 
sferic teorema sinusurilor, 
ee ob^ine: 


Hin H^/sin z^ - ein A^/sinOO^*^- S'^) , 


alnHg * (isinAg/cos Sq) coe C . 

lutitA luiKhiul orar al Soarelui, Hg, este cunoscut, atunci 
.|M»i IM, .ij u ente dal de relatia» 

t - H„ + E-+ 12 ’^ , 
in 6 


A« |.i n» IC n-B notnt ecuatia timpului. 























5.7 


ün acuzat de comlterea tinei crime intr-o zi cunoscu- 
tä, la o orä cunoscutä, aduce ca dovadfi a nevinovä- 
tiei aale o fotografie a ea facutä in fa^a unei case din 
alt ora§. Pe fotografie ae vede iimbra läsatä de un stilp 
de telegraf, atit pe teren, cit §i pe zidul caeei. Cum se 
poate verifica faptul cä* fotografia a fest fäcutä in zina 
la ora la care s-a sävirgit crima ? 


R e 




Situa^ia este reprezentatä echematic 

5-3, in care AB este 
pul, iar ACX) - umbra 
pului. Prin masurätori se 


determinä: 

h - inäl^timea stilpululi 
h* - inältiinea lunbrel p| 
zidul casei; | 

AC - lungimea umbrei dt 
pe teren; 


Pig. 5 . 3 . Pentru determinarea 
datei §1 orei dupä iimbrä. 


A - azimutul Soarelui, 
dupä ce e-a etabilit me*^ 


ridiana punctului A cu ajutorul unei bueole.. 
Din triunghiul DD’B putem ecrie: 


tgz « DDVD*B = AC/(h-h») . 

Coordonatele orizontale ale Soarelui (A,z) aetfel determinell 
se transformä in coordonate orare (E^, S 0 )* I^in Anuarul aeti^ 
nomic se scoate ziua in care Soarele a avut decliaa^ia calo»^ 
lata. 

Timpul mediu corespunzätor momentului efectuärii fotor**! 


fiel este dat de relatia: 
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= Hg + B + 12^ , 

K este ecuatia timpului. 

A^fadar, pe baza datelor oferite de fotografie, se poate 
ÄiUriulaa momentul (data §i ora) luärii fotografiei. 

I tt ßä se reprezint© grafic „ecua^ia timpului”: 

- * 

E = t - t_ , 
m a 

letfietrid datele numericc din Anuarul Astronomie pentru a- 
»Ml Discutie. 


t I Ctire eint scärile de timp folosite astäzi in astro- 
i iiomi© ? 

^ _______ _ 

iliPlM»«! a) Timpul universal (TU). Dacä se cere o pre- 
iiftU mn\ bunä decit 0®,01 , trebuie specificatä forma in ca- 
lei© rnjoeit (TUO * timpul solar mediu, ob'tinut direct din 
nfltronomicöi TUl = TUO corectat de efectele mici- 
life* ale Päraintului relativ la axa ea de rotatie; in 

IN f; ^ M , ’I'U;» ■ TUl corectat de efectele micilor fluctua^ii 
ii-ä .firii iti vlteza de rota-feie a Pämintului). 

t ^ lljmeridelor (TE), timpul dinamic terestru (TDT) 

I- ! :Mn/iriiic baricentric (TDB). Scara TE a fost inlocu- 

-i'ui CU scara TDT, apropiatä de TE, dar a 

^'inciriii.r'M ;.nlä este secunda Internationalä SI. 

' ' r, din timpul atomic .international 
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Timpul dinamic bariceatrie (®3) eete egal oa timpal dinamitl 
tereetrü (fOT) plue tarmsal 

c) Timpul atomlc internatioual (lAl). Üaitatee sa de maslj 
rä este secunda internationalä SI redusä la aivelul ®arii. 
TAI se dä sub forme unei scäri continue incepiad cu 1 ianuai) 

rie 1958. 

d) Timpul universal coordonat (TUC)..AceaetB acarä de tli 
formeazä baza difuzärii cooi-donate a frecventelor Standard «i 
a semnalelor orare. Ea este ajustatä prin salturi (pozitiv| 
sau negative)' de o secundä, pentru a i se asiguxa concorda 
CU Tül, corectiile aplicindu-se fie la 1 ienuerie, fie la 1 
iulie. 

(Pentru informa'feli isai detaliate asupra scärilor de tl 
utilizate in astronomie, vezi „Anuarul Astronomie >86". Ed, 
cad. R.S.R., Bucuregti, 1985.) 











» 129 - 


CAPITOL UL TII 


MECANICA CEREASCA 


7.1 


Sä ee determine acceleratia gravitatiönalä imprimatä 
de planeta Jupiter satelitului Bau Europa, aflat la 
distanta medie de 670,9 -10^ km de planetä, §tiirid cä maee 
lui Jupiter este de 318 ori mai mare decit masa Pämintü- 
lui, raza medie a Pämintului eete de 6371 km, iar accele- 
ratia c^derii libere la suprafa^a lui -de 981 cm/s^, (Di- 
minuarea acceleratiei gravitationale pe sef ’^'a rotatiei cor- 
purilor ee neglijeazä in aceastä problemä.) 


R e z o 1 V a r e s Potrivit cu legea atrac^iei universale, la 
suprafata unui corp de foimä sfericä (de razä R) §i re repar- 
titie sfericä a maeei lui (JH) accelera'^ia gravita*tionalä ee 
exprimS (in ipoteza men^ionatä in enont) prin formula? 


g = GcAt/R^ , (7.1) 

G fiind constanta atractiei universale. 

La euprafata P^intului, aceaetä formulä dä: 

«o = ^“=^ 0/^0 = 581 cm/e^ , 

CU semnificatia evidentä e notetiilor foloßite. 

impärtind prima egalitate la cea de-a doua, obtinem: 

g « g^c/ü/R^ , 

rormulä in care masa e/Vl este-exprimatä in mase terestre, iar 
raza H ' in raze terestre. * 

In cimpul gravitat^ional al planetei (in cazul nostru, 
.Jupiter), la o distan^ä oarecare (r) de centrul acesteia, aC' 
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celeratia gravitationalfi se exprimä prin formula: 

, 

sau, tinind cont de relatia (7.1), prin formula; 

= g/(r/R)^ = gRW , 

£n care distantele r §i R se pot'exprima in orioe unitätl 
de lungime (dar, obligatoriu, in aceleagi !). . 
in cazul nostru, avem: 

= gR^/r^ = g^(cA(,/R2) RW = ggcM/r^ , 

unde distanta r eßte exprimata in raze tereetre, maea in 
maße terestre, adicä in acelea§i unltäti de mäeurä ca §i in 
cea de-a treia formula. 

Poloßind datele numerice ale problemei, ob^inem; 
gy = 981 • 318/(670,9 •10^/6371)^ = 28,1 om/s^ . 


7.2 


Sä se calculeze accelera^ia gravita^ionalä a sateli- 
tilor galileeni Io §i Callisto, ai lui Jupiter, care 
evolueazä in jurul planetei la distante medii de 5,92 gi 
26,41 unitä^i de razä a planetei. Masa lui Jupiter eete de 
318, iar raza - de 10,9 (in unitä^i „terestre")._ 


R ä 8 p u n s * 


75 cm/s^ §i 3,76 cm/s^. 
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u ä 8 p un B : 8,86 (m/ß^), 3,70 (m/s ) §i 0,46 (m/s^). 


7 .4 >. Masa Lunii 'este de^ iar diametrul ei - de 

.3,67 ©ri mal mici decit märimile similare ale Pä- 
mintulüi. Be?eite ori greutatea umii aetronaut este mal 
micä pe lunä deeit pe Pämint ? 


■H ä s p u n S S De 6 ori. 


7.5 Sä ae calculeze acceleratia cäderii libere la ßupra- 
f'ata Soarelui §i a planetei Saturn, eie eäror raze 
§i densitäti medii, exprimate in unitä^i eimilare „teree¬ 
tre”, eint, reepectiv; 109,1 §i 0,255; 9,08 §i 0,127 . 


Räßpuns : 273 (m/ß^) §1 11,3 (m/ß^). 


7,6 Cum B-ar modifica accelera'^ia cäderii libere la ßu- 
prafata unei planete, in ipoteza cä raza planetei 
ar cre§te de m ori,.iar densitatea medie ar cremte de n 
ori? Dar in cazul particular m = n ? 


R ä 6 p u n a : 'v/m^n^ §i m . 


7.7 1 Care ar fi valoarea accelera^iei gravitationale 

suprafata Soarelui, daeä, prin päßtrarea maeei, di¬ 
ametrul lui ar cre§te pinä «la raza orbitei terestre ? Se 
§tie cä masa Soarelui este de 333 000 ori mai mare decit 
masa Pämintului, diametrul solar fiind de 1 392 000 km. 
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B ä a p u n B : 


0,5S (cm/s^). 


7.8 


Sä ae oalculeze acceleratia gravitationalä a. Päiiiintu- 
lui in cimpul gravitational al Soarelui, pe baza da- 
telor <iin problema precedentä. Ce concluzie directä se poa- 
te trage din rezultatul ob'feinut, comparindu-l cu rezultatul 
din problema precedentä ? _ 


B ä 3 p un s ; 0,59 (cm/s^). Ponnularea conoluziei la care am 

fäcut referire o läsam pe seaiua cititorului« 


7,0 j sä se determine pozitia cent'''alui comun de masä al 

■- Pämintului §i Lunii, §tiind cä raza Pämintului eete 

de 6370 km, masa Lunii este 1/81 din masa Pämintului, iar 
distan^a dintre cele douä corpuri eete de 6C de raze te- 
restre* 


R ä B -p u n s ; 4660 km de centrul Pämintului. 


7.10 


Sä ee determine pozitie punctului din epatiu in care 
acceleratiile gravitationale ale Pämintului §i Lunii 
sint numeric egale, dar sint orientate in sensuri opuse. Da- 
tele necesa.re pot fi preluate din problema precedentä. 


B. ä s p u n s : 343 980 km de centrul Pämintului. 


17,il i intre ce limite variazä acceleratia gravitationalä a 
Halley, pentru care elementele orbitale ne- 
ceaare Hiiits a^l8,öUÄ 4 vi 6^0,96?? Se §tie cä masa Soa- 
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j relui eete de 333^00 mase terestre, iar diametrul lui es- t 
j te de 1 392 000 km. ■ ( 

R ä s p u n 8 ; D« 1e 4,74 pinä la 1,68 (cm/s^). Gu alte 

ouvinte, veloarea maxliaä intrece de 3550 de ori pe cea minima. 


1 7.12 

Sä ee arate cä ecuatiile migcärii a douä puncte ma- 

masä. 

teriale (S,tM.) §i 
G, eint: 

(P,m) in jurul centrului comun de 


” “/s ’ 

unde yag * G m^/(cM + m)^ , 


*“p “ ’ 

unde yiip *= QiM?/ (,yVt -un , 

adlcä au aoeeagi formä ca ecuatia migcärii punctului mate¬ 
rial (B,®) fatä de centrul etractiv (S.c/M,), dar parametrii 
gravitationali gi ^ diferä unul de celälalt. 


BezolTare ; ?e baza foimulei cfentrului de greutate; 

(•MR^+mR)/(cM.4 m) (V .: ; 



§i a relatiilor vectorinie t— 
vidente (fig.7.1): 

^ -V -V 

R = + rp , 

?p = 

rezultä urmätoarele sisteme’ 
ecuatii vectoriale: 

mr^ = 0 . 

-ffir^+m?p = mr’; 


Kig.7.1. Mi^carea fa^ä de 
centrul de masä, Q. 


de 


precum gi: 
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0 , 

«t/i?, 

de unde; 

(e^l+m)?^ « «»m?, (c^ + m)r^ « cM r . (7.3) 

Resultä ca * - (ßi/(tM. + ro)) ? §i = (eM./(eM.+ ni)) ?. 

Folosindu-ne de ecua’tis Tectoriaia a mi§cärii relative 
in cadrul problemei a douä corpuri; 

r « - ^ r/r , 

unde ^ = G(c'^ + m), §i avind in vedere formulele (7.3) §i f'ap“ 
tul ca intre vereorii vectorilor r , existä rela^ii- 

le: iv^r « - r^/r^ , r/'r « » re-^ultä ecuatiile diferen- 

^iale ale mi^cärii fata de centrul comun de masä, G: 

IV * - (m/(c.^ + iD)) ? = + m)) G{cAl+m) ?/r^ = 

= - (Gffl-^/(e^+in)^) ?g/rg = "/‘s^S'^^S ’ 

5^« {«/M-/(t>L+m)) ? = - (tAL/CtM+m)) G(tAl+m) « 

= - (GeM.^/(t/M.+ ni)^) = -^?p/r^ , 

ceea ce trebuie demonstrat. 

Observatie Relatüle (7.3) aretä cä, odatä gäsitä raza 
vectoare ? din ecuatfia sa diferen^ialä, resultä imediat §i 
rezele vectoare ?g §i , adicä mi§cärile fa^ä de centrul 

* w 

comun de maea^ G. 


7.13 


Sä Be Bcrie succesiunea functiilor ce reprezintä so- 
” lutia genei^lä a problemei celor douä corpuri, in 
cazul mi§cärii eliptice. 
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Rezolvare : Coordonatele §1 componenteXe vitejfoi 

lui material (P,m) in :raport cu punctul material 

func^ie de timp §i de cele 6 constante de integrare (elemen- 

tele orbitale a, e,M^,Xl, i,co), sint determinate prin urmä- 

toarea succesiune de formule: 

n = , unde yu « G(cM-*f m) ; 

M sr n(t - T) « ^ “ ”^ 0 ^ ’ 

E - e Bin E * M ; 

2 

r = a(l-eccßE) = a(l-8 )/(l+ecoßv) ; 
tg(v/2) = V(l+e)/{l-e) tg(E/2) ; 

r cos V * a(cosE-e} , 
f) = r Bin V « avr: e2 sin E ; 

u * V + O) ; 

precum §i formulele: 

X « r(coßucosIl - Bin u sin O coei) , 

y « rCcosusinil + Bin u cos XI coei) , (7.4) 

z « r sin u sin i ; 

u * V a \f^ \/a(l »e^) / r^ , 
r « V ^/(a(l-e^)) e sin v ; 

i = rx/r + u r(-sin u cob-D - cos u ein XI cosi) , 

y = ry/r -f u r(-sin u sin XI cos u cos XX cosi) , (7.5) 

z » r z/r + u r cos u sin i 

sau formulele corespunzätoare, exprimate cu ajutorul coordo- 
natelor orbitale rectangulare, scrise in forma matricialä 
urmätoare: 
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^z 



unde vectorii T (P^, P^, P^.)» Q (Q^j.* Qy» Q^)* ^ ^y’ ^z^ 

nimesc elementele vectorieile ale orbitei, comporientele lor 
reprezentind coeinugii directori ai axelor de coordonate or- 


Hcosoj- -cosjQeinCü- sin XI sin i\ 

.nXl sinw cos i, - sinX2 cos CO cos i, 

sin XI cos Cü-f -sin Xi sin CO + -cos XI sin i, 

•f cos XI sin a> cos i, cos XI cos co cos i. 


bitale: 


«X 

/ 

^7 Sr ^ 

= 


\ 


\sinXl sin i. 


cosXI sin i. 


cos i 


la care se adaugä §i fomulele pentru componentele vitezei 
de sistemul de referin-^ä fundamental, Sacyz. 


7.14 j Sä se stabileascä succesiunea functiilor ce repre- 
zintä solutia generalä a problemei celor douä cor- 
puri, in cazul mi§cärii hiperbolice. ‘ 

Rezolvare ; Cazul mi§cärii punctiilui material (P,m) in 
raport cu punctul material (S,<L>t) pe hiperbolä difera de ca¬ 
zul miacärii pe elipsä numai prin faptul cä, in ecua^iile in 
care apar excentricitatea §i semiaxa mare, trebuie considerat 
e>l §i B<0 , axa mare fiind socotitä intre virfurile celor 
douä ramuri ale hiperbolei (fig.7.2). (Pire§te, sub ac^iunea 
atractivä a punctului (S,«M,), punctul (P,m) descrie numai u- 
na dintre ramurile hiperbolei, cea care con'tine in interiorul 
säu punctul S.) 
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Pentru a evita märimile imaginäre in formulele finale, 



?ig.7.2. Mi^carea 
pe hiperbolä. 


in cazul ini§cärii hiperboii^ 
ce se folosesc functüle hi- 
perboiice, introducind in lo- 
cul anomaliei excentrice, E, 
un nou argument real, H, ast¬ 
fei: 

H = i E , 

sh H = i ein E , 

ch fl = cos E , 

precum §i valoarea absoluta 
a semiaxei mari, | a f . 


Päcind aceastä substitu- 
tie in toate formulele migcärii eliptice, obtinem formulele 
coreepunzätoare pentru migoarea hiperbolicä. De exemplu: 


T) = r Bin V = a \/l-e^ sin E = f 1/i) a \/l~e^ sh H = 

= I a) eh H . 

Vom avea, deoi, succeeiv: 

^ = rcosv = lai(e-chH) , 
n = r sin V = I a I sh H ; 

r = I a|(e chE- 1) ; 

^e(W2) = x/fe+D/Ce-l) th(H/2) ; 

e shH - H = V (t - -r) ■ 

V ='//i • /i = G(cAt+m). 

Ecuatia analogä ecuatiei lui Kepler are - ce si ecuatic 
iMl Kepler - , pentru fieoere valoare a lui t , o eingurä ra- 
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däcinä.realä. 

Evident, mi§carea mijlocie pentru hiperbolä, y, nu poate 
fi legatä de perioada de revolutie. care nu ee definerte pen¬ 
tru liiperbolä (orbitä descbisa)* 

Pentru calculul vitezei hiperbolice, din integrale ener- 

giei rezultä formula: 

= ^( 2 /r + 1 /lal) . ( 7 . 6 ) 



Rezolvare: In cazul parabolei e «1 9i ecuatia orbitei 

in coordonate polare devine: 

r « p/{l + cos v) . I 

Dacä introducem urmätoa-| 
rea notatie (fig.7.3): | 

q » p /2 , j 

ecuatia parabolei se poate pu<l( 
ne sub forma; < 

2 
2 



r * q/cos^(v/ 2 ) 


= q sec'^(v/ 2 ) . 
in cazul mi§cärii para^!; 
bolice, in locul elementelor 
orbitale a §i e , vom avea un eingur element: q , numit dis- 

; \ 

tanija periastrului. Intr-adevär, la v =e 0 avem r = r^^ * q . 


Pig. 7 . 3 . Mi§carea 
pe parabolä. 
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Din integrale ariilor rezultä: 

r^ dv/dt s , ■ 

sau: 

sec^(v/ 2 )dv ^\/2\/jr dt . 

Aceastä ecuatie se mai poate scrie sub forma: 

(l + tg 2 (v/ 2 )) d(tg(v/ 2 )) =V^ dt/(\/2q3/2) , 
de unde, cu nota^ia ^*tg(v/ 2 ) , obtinem: 

6- + 6^/3 = V/>/2 B , 

unde: 

B * - T) , 

T fiind timpul trecerii prin periastru (TT). 

Märimea B se nume§te in astronomie argumentul parabolic. 
Dupä cum se vede cu ugurintä, ecuatia in 6 gi t , pen¬ 
tru fiecare valoare a lui t , dä o singurä valoare v . 

Pentru calculul vitezei parabolice, din integrale energi- 
ei rezultä formula: 

= 2 yu/r. ( 7 . 7 ) 


7.16 

. ..ä 


Sä se studieze cazul migcarii in linie dreaptä a ce- 
lor douä puncte materiale, {S,c4i) §i (P,m). 


Rezolvare : Cazul migcärii in linie dreaptä se realizea- 
'/.ä atunci cind , adicä atunci cind vectorii ? §i T sint 
coliniari (i^x^slo). 

Ecuatia razei vectoare in func^ie de timp se obtine in 
urma rezolvärii ecua^iei diferen-^iale: 



























1 
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(dr/dt)2 * 2)i/r+h , (7-8) , 

care este consecinta integralei energiei pentru c-O- 
ütilizind formulas 

h = -yo/a 

§i separind variabilele, obtinem: 

dr/\/(2 - r/a)/r = s/JT dt , 
sau, dupä integrare: 

^^^\/r/(2 - r/a) dr « \fjr (t - t:) , (7 .9) 

X fiind constanta de integrare, a cärei semnificatie fizicä 
este data de insä§i formulE in care epare: t «T este momen»» ^ 
tul "ciocnirii reale a celor doua puncte materiale (rsO). 

Vom deosebi urmatoarele tipuri de mi§cäri rectilinil in 
problema celor doua corpuri: 

Din formule (7,9) rezultä: 

r = (V;jI72)2/3 (t-T)2/3 . 

Acestei ecuatü i se poate da forma epuatiei mi§cärii pa- 

rabollce din problema 7.15, introducind variabile auxiliarä 6 

2 

CU ajutorul relatiei r= 6" . Atunci rezulta ecuatia; . 

6'^/3 = n/^ 2 (t - T) . (7-10) 

Introducind variabile auxiliarä B cu ajutoiml relatiei 
r » a(I cos E) , rezultä; 

___ __ 

%/a(l CCS E)/(l 4- cos E) a Bin E dB = v7 (t-.:) 


- 141 - 


§i, dupä calculul integrale!; 

E- sinE « n(t «T) , (7.11) 

unde n c 

Al Ö 

Beoarece in aceet caz variabila uniformizatoare a rela- 
tiel dintre r §1 t este imaginarä, putem pune, introducind 
argumentul real Hs " 

r- * lal(chH-i) , 

ceea ce dä, in xnod analog cazului precedent; 

shH « H « v(t - T) , (7.12) 

unde V » 1 a 

Vom reprezenta acum grafic functia r«r(t) in toate ce- 

le trei cazuri ale mi§- 
cärii rectllinii (fig. 
7.4). 

in cazul h < 0, gra- 
ficul functiei reprezin- 
tä o cicloidä; intr-ade- 
vär, comparind formulele 
ob'^inute cu ecua'fjfiile pa- 
rametrice Standard ale 
cilsloidei; 

y « a(l - cos E) , 

X = a(E -> sin E) , 



^ig.7.4. Varia"^ia razei vectoare 
‘in functie de timp in cazuiule 
mi§cärii rectilinii. 


unde a este raza cercului ce 'ae rostogolegte färS aä alunece 
pe o dreapta fixä, iar E - parametrul, evem prln identificare: 
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De aici rezultä cä punctele de intoarcere ale cicloidei 
au abeciseie; 

= C -f 2ic5r/n (k = 0,±l,±2,..* *) , 
care corespund momentelor cioenirilor reale ale punctelor ma¬ 
teriale . 

in cazul h«0 , relatia ob^inutä se reprezintä printr-o 
parsbolä semicubicä. 

In cazul h>0, curba reprezentatä prin relatiile ob^i- 
nute ar« un singur punct in care r = 0 . Pentru t-r-±CD, res- 
pectiva ourtiä ae apropie asimptotic de douä drepte aimetrice 
fatä de dreapta t = T. 

Se observä cä, räminind in domeniul nctinnilor matemati- 
ce abetracte, mifcarea eate reprezentatä, cu ajutorul formule- 
lor respective, pentru toate velorile timpului te(-aD, +a>) , 
indiferent de prezenta cioenirilor la momentele reale. Cu al¬ 
te cuvinte, le momentul cioenirii, punctul (P,in) se comportä 
ca §i cum ar ricofa de la punctul (S,cAt), adicä ca §i cum a- 
ceste cioeniri n-ar iücete mi§carea. 

Pentru obijinerea vitezei relative a punctului material 
fP,m), se deriveazä in raport cu.tirapul formulele ob'tinute 
pentru raza vectoare, r . 


7.17 


Sä se demonstreze cä ecua'tiile migearii relative in 
Brciblema celor douä oorp’ori posedä §i urmätoarele 
integral« prime (integi-alele lui Laplace): 

• S 3E.r. 

X r - r t " f „ , 
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y r* - r*y = f , 
z r* - r*z = f^ , 

unde am notat, pentru prescurtare (introducind, de fapt, o 
variabilä auxiliarä): 

3E • ... 

r = r r s XX + yy + zz , 

iar ’ ^z constantele de integrare (componentele 

vectorulul lui Laplace, f 


Rezolvare s Derivind expresia lui r* in raport cu timpul 

• K - . 2 «2 *2 

r = XX + yy + zz + X 4- y + z 


§i folosind ecua^üle mi§cärii relative §i integrala energi- 
ei, obtinem: 


- (ya/r^) (x^ + y^ + z^) + x^ + y^ + « 

“^/r 4* 2 r 4 - h ^ ^/r + h . 


Derivind §i aceastä rela^ie in raport cu timpul §i 
nind cont de notatia din enun^ul problemei, ee ajunge la ur- 
mätoarea ecuatie diferentialä; 


r* ~ (^/r^) r = - () r r = - (yu/r^) , 

ecuatie asfemänätoare cu ecuatia vectorialä a mi§cärii punctu¬ 
lui material (P,m) fa^ä de punctul material (S,c/H), unde ^ = 
G(e4i i-ni) §i r = x/x^+'y^T^ . 

Päcind combinatiile x r* - r*x etcobtinem urmätoarele 
ecuatii (aeemänätoare intrucitva cu cele din care au rezultat 
integralele ariilor): 

xr*~ r*x s d(xr*- r*x)/dt = 0 , 
yr*- r*y = d(y r*-• r*y )/dt = 0, 
zr*- r*z = d(zf*- r*z)/dt = 0, 
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de iind.0, prin integrare, ajungem la integralele lui Laplacej/ 

j 

din enun'^ul problemei. z 

in Probleme urmätoare vom arata cä integralele lui 
place pot fi puse sub altä formä, dacä ne foloeim de in-' 
tegralele ariilor. 


7.16 


sä 0€ arate cä integralele lui Laplace pot fi puse 
eub urmätoarea formä vectorielä: 

{^/r)r + -f . 

echivalentä CU urmätoarele integrale scalare: 

- (^/r) X - c^y) ^ 

- (^/r)y - (CgX - c^z) « f^ , 

- (^/r) z - (c^ - Cyi) * f2 • 


Rezolvare ; Pornind de la expresia derivatei r din pro-* 
blema precedentä: r* » - ;i/r 4-x^ + y^ + z^ §i utilizind §i ex¬ 
presia lui r* din aceea§i problemä, integralele lui Laplace, 
dupä calcule sia^jle, se pot ecrie eub forma: 


- {^r) X-h y(xy- yx) - z(zx-xz) * f^ , 

- (yu/r) y 4> zCyz - zy) - x(xy - yi) « f^ , 

- (^/r) z 4- x(zx - xz) - y(yz - zy) « f^ . 

Poloßindu-ne de integralele ariilor ale ecuatülor mip- 
cärii relative: 


yz - zy 


zx - xz « c 


y ’ 


(7,13) r 
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rentele vectorului ? (vectorul moment cinetic), rezultä ime- 
diat integralele scalare din enuntul problemei. 

I Reamintindu-ne cä integralele ariilor folosite sint re- 

j prezentarea analiticä a integrale! vectoriale a ariilor; 

ij (7.14) 

rezultä §i forma vectoriaiä a integralelor lui Laplace din e- 
nuntul problemei. 


3cy-yx 


unde Cj-, Cy, Cg sint constanteie ariilor, reprezentind compo- 


7.19 Sä se demonetreze cä intre conotanteie de integrare 
^ ^y’ ^2^* ^ ^y’ ^ exißtä relatiile: 

f . ■? x: 0 , 
f ^ 4 h , 

unde f= Ifl, c«t'cl, ceea ce aratä cä din cele ^apte in¬ 
tegrale prime ale ecuatiilor Tni§cärii relative, din cadrul 
problemei celor douä corpuri, numai cinci integrale prime 
eint independente. 


lie 2 o 1 V a r e : Dacä imnul-tim scalar cu ? ecua^ia vectorie- 
Jä a lui Laplace: 

?xr 4 (^/r)? - f , (7.15) 

ne reamintiffi faptul cä: 

^^ = 0 ('.Mb ) 

(ecuatin planului mi^cärii) §i ■^inem seama de proprietatea. pro- 
duBului mixt: 

c^* {?xr) « r • (Tx'c) = 0 , 

rzultä; 

c" = 0 , (7.17, 

ndicä vectorul lui Laplace se aflä in planul orbitei miccäj 
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relative (ca §i vectorul r ). 

A doua relBtie ee. obtine prin caloulul direct al expreel. 

llor lui ^ §i din care se va elimina r*^; 

" rV/r.h)^.r*2(2;x/r^h)-2r*2(^^,b) . 

= r^(^/r+h)^-r*^Ji ; 

^2 = c2+c2+c2 = (yz-zy)2-.(zi-x£)2 + (xy-yi)2 - 

= (x2+y2+z2)(i2^^2^-25. (^^yy + zz)2 = 

= r2(2^/r + h)• 

Din aceste relatii ee obtjine imediat: 



(7.IM 


ceea ce trebuia demonstrat. 


7.20 


Sä se demonstreze cä orbita relativä a celor douÄ 
puncte mteriale, (P.m) §i (S,c4t), eate datä de so- 
lutie (comunä a) urmätorulni eiatem de ecuatii: 


^r + V + fyy + = 0 . 

prima dintre aceate ecuatii reprezentind ecuatia planulul 
orbitei,iar oea de-a doua - ecuatia unei euprafe^e de or- 
dinul al doilea. _____— 


Tnd icatie : Trebuie arätat cä punctul mobil P(x, y, z) •• 

aflä Intotdeauna pe suprafeta de ordinul al doilea- din enun 
tul Probleme! (in planul orbitei aceet punct se aflä in mm. 
evident). Se pomegte de la ecua^ia vectorialä a lui Laplao« 


aatisfäcutä de coordonatele rectangulare ale punctului mobil 
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7.21 


Sä se demonstreze cä directla semiaxei mari a secti- 
unii conice din problema precedentä este arätatä de 
vectorul lui Laplace. 


Indicatie : Va trebui demonstratä conjectura cä suprafata 
datä de ecuatia yar + f^x + f^y + f^z - c «0 este o suprafatä de 
rotatie, a cärei axä de rota^ie este o dreaptä ce trece prin 
originea coordonatelor (centr^ atractiv, S), vectorul ei de 
orientare fiind vectorul f . 


7.22 


Pie S^r)^ un sistem de coordonate rectangular drept, 
avind ca plan - planul orbitei relative, axa 
fiind orientatä dupä vectorul lui Laplace, f , iar axa St; - 
dupä vectorul moment cinetic ^ (coordonate orbitale). Sä se 
Btabileaßcä relatiile de transformare dintre sietemele de 
coordonate rectangulare §i Sxyz. 


Re zolvare : Coordonatele orbitale sint definite in fig. 

7.5. 



Pig.7.5. Pentru definirea coordonatelor orbitale. 
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Din faptul cä c*j,f rezulta ca vectorul director ßl axei 
Sr) este vectoml exf . Cosinugii directori ai axelor de coor-*«' 
- doaate orbitale , Sq , faya de axele sistemului Sxyz vor 
fi dsti de imnätoi’ul tabel: 





t 

X 



C^c 

y 

fy/f 


Cy/C 


f_/f 

(0 f -c f )/(cf) 

0 ,/c 


Atunci rela^iile de transformare se ecriu aatfel: 

X = + ((Cyfjj-o^fy)/(cf))r] + (c^c)t . 

y = + (Cy/c)j; , 

^ + ((Vy-Cyf^)/Ccf))ri + (c^/c)^ . 


7.23 


Sä 86 exprime coinponentele vectorului lui Laplace, 
func’tie de e leine nt eie unghiulare ale 
orbitei il - longitudinea nodului ascendent, i - inclinarea 
orbitei §1 a> - longitudinea periaßtrului TT (fig.7.5). 


z o 1 V a r e t Introducind coordonatele palare (r,v) in pla¬ 
nul orbitei, conform formulelor: 

^ = r C08 V , rj as r ein v , » ^ s= o , 

relat^iile de transf'onßare diu problema pi'ecedenta capatä urmä— 
toarea iormäs ' 


X = (f^f)rcosv+ ((Cyf^-Cj2fy)/(of))rsinv , 
y *“ (^y/^’)xcosv ■<- ((c^f^ - c^f^ )/(cf)) r Bin V , 
a " ( fJt)Tcoe w ^ ({Cyfy-Cyf^)/(cf)) rsinv . 
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Comparlnd aceste rela^ii ou relatüle cunoecute din so- 
lu-Sia generalfi a problemei celor douä corpuri (care pot fi 
citlte 5 i din triiaighiurile sferice xPS, yPK gi zHf din fi- 
gura 7.5): 

x/r - nosQ cob(cü + v) sini2 sin((o+v) oob i = 

« (coa a> coBÜ - Bin CO einQ oos i) coe ▼ - 

-• (sin tu OOS a + coe CO sina coB 1 ) Bin T , 

y/r = coe(90°-ü) eos ((0 +v) + Bln(90°-Q) sin(to +v) coe i » 
« (cos tu sinÜ + sin co cosil cos i) cos v — 

- (sin CO BinQ - ooe (O eosü coe i) sin v , 

z/r « 008 90° coe(ü)+T)+sin90° 8in((U+v) coe(90°-l) » 

« ein CO ein i cos v + coe co sin i sin v , 
rezultä relatüle cSutate; 

•= 008 (0 coB H ~ ein co ein Q. coe i , 
fy/f « 008 co sinQ + ein co coe fl cos i , (7.19) 

* ein CO sin i, 

precum gi relatüle: 

^°y^z “ “ -eincoooeXl - coe co sinß cos i, 

* -8inC08inß +cob lO/Cosß cos i, (7.20) 
(Cjf^y-Oyf^)/(cf) » coBCO sin i . 


7j2^ Sä se etablleascS ecuatia orbitei pe calea rezolvS- 
rii sistemului de ecua’tii din problema 7.20. 

rte zolvare : Otilizlnd formulele de transformare din eie- 
temul Sxyz in sistemul S^tjJ; (problema 7.22), vom transforma 
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ecuatiile mentionate, §i anume: 

C^X + C^y + CgjZ 0 , 

yüLT f f^X + 4- f^2 - = 0 , 

in sietemul c ObtineiL ecuatiile echivalente: 


( 7 . 21 ) 


$ = 0 , 

2 

yLir + f ^ + 0 - T] s= c . 

In coordonatele polare introduse in problema 7.23, 


( 7 . 22 ) 


vom a 


vea: 


de unde rezultä; 


jir + f r C 08 V = c 


r~ c^/(^ i f cos v) s (c^/ya)/( 1 4* (f>^) cos v) , (7.23) 

care reprezintä ecua^ia eectiunii conice avind parametrul p « 
=: c , excentricitatea e = f/ya §i unghiul polar (anomalia a- 
deväratä) v . 

2 

Qbservatie : Ecuatia jiT + f r cos v = c rezultä §i intr-un 
mod mal simplu» dacä observam cä: 

f^x + f^y 4- f^z = ?* 7 = f r coß(f ,r) = f r cos v , 


7»25j Sä 86 determine elementele orbitale ale punctului 
material (P,m) ce se mi§cä fa^ä de centrul atrac- 
tiv fiind dati pentru un anumit moment t vecto- 

rii de pozit^ie ?(x, y, z) §i de vitezä V(x, y, z) ai punc»- 
tului (P^m)« 


H e z o 1 v a t e ; Elementele orbitale ale punctului (P,m) sint 


dupä cum se i^tie din problema celor douä corpuri: 
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p (eau a),e, i,Il,a:>,T, 
avind semnificati^i® cunoecute. 

Elementele p, e §i a ee determinä din reietüle urmä-' 
toare: p = , e = V'l + hc^/p^ ^ a = p/d-e*") . Din conaUii- 

ie initiale t : x, y, z; i, y, z trebuie* a§adar, determinate in 
prealabil constantele c h . 

Integralele ariilor ne dau componentele eie, 

vectorului c ; 


yz - zy = , zx - xz »= c^ , xy - yx = , 

de unde c ~ \/c| + 4 . 

Din integrale energiei se determinä h : 

h = - 2 ^/t x^ +y^ + - 2 >i/\/x 2 4- y2 4 z^ , 


unde ya = G(c/H + m) , G fiind constanta atractiei universale. 
Elementele 12 §i i ee determinä din relatüle; 


sin i sin Q = c^/c , sin i cos 12 = - c , 


CCS i 


de unde deducem: tg ü = - , 

care rezultä imediat: 



c„/c , 
din 


ß = arctg(~c^/c^,; , 
i = arctg(N/(c|Tc|vc|'. . 

Pentru determinarea elementului Cu , este oportun a uti" 
liza integralele lui Laplace‘(problema 7.18)» care deu vecto- 
•rul 

= - Mx/vx^ + y2 V 4 - c^-y - c^,z , 

fy = 4- c^z - c^x , 

f = - Mz/Vx^ 4-y^ 4- 4 ^ , 
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dupä care, cuaoscindu-se f «= + ,a §i i , unghiul 

se obtine din relätiile (7.19) (problema 7.23): 

s: coB O) OOS II - Bin 0) ein n cos i , 
iy/f « cos Cü sin H + sin O) cos H cos i , 

= sind) sin A » 

de unde, in cazul cos i^O ; 

ein Cl) » (-f sinH + f cos r2)/{f COB i) , 

X J 

COB Cjö sz (f COS 12 + f ein n)/f , 

Ä j ' 

relatii din care rezultä: 

ü) = erotg(c fj,/(c^fy - Cyf^)) . 

In cazul cos i » 0 : 

sin ü) » » C08 O) = 

§i rezultä: 


0) 


arctgC (f^/fy) sin A) 


Mai trebuie determinat elementul T. Pentru aceaetä de- | 
terminare ee procedeaza astfei: 

Din ecuatia orbitei in coordonate polare: 




r = p/(l + e cos v) , 


in care eint cunoscute r , p §i ' e , ee determina unghiul v, V 

( 

dupä care unghiul E ee ob-feine din rela-feia: / 


tg(E/2) = V'<l-e)/(l+e) tg(v/2) . 

Ecuatia lui Kepler ne va furniza apoi unghiul M ; 

M 5= S e sin E ; 

in Bfir§it, din relatia M-nCt-T) , unde n = \^/a^ §i t 
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eint cunoecut«, obtlhsm «lementul t : 

• ^ # t - M/n . 

0 b s a r V a t i , jgj i eete rezolvatä pentru cazul mi^ca- 

rii pe elipsä* cmmmtl®. mi^cärii pe hiperbolä, perabü- 

lä sau in linie dii?eaptl> fentulele care nu ©int cemune (vala- 
bile pentru oriee eecfiune eonieä) se inloeuieBC eu f ormul eie 
corespunzätoare de 1© problemele 7.14» 7.15< 7.16. 


7.26 


Sä se arete eä; 


- p 2'jr 

(l/(2 iT)) r dv = b =: 8 

unde r este raza vectoare, iar v - anomalia adeiräratä a- 
le punctulul material ce se mi§eä pe o orbitä elipticä, 
de semiaxe e §i b §i de excentricitate e , in conditii- 
Je problemei celor douä corpuri. 


Als 


Rezolvare : Exprimäm r §1 dv in funcfeie de anomalia 
excentricä, E ; 

r = a(l - e coe E) ; 

E ~ e sin £ = n( t - X) , 

de unde rezultä; 

dt := (1/n) (1 - e cos E) dE , 

r dv e (e/r) dt = e dt/(a(l - e cos £)) = (e/(na)) dE . 
Dar din c = \^u©Tl“*e»^) §i se deduee imediat: 

c/(n©) *= b . 


in final rezultä: 
r 211 


r jei'Ji. r 231 \ r -r 

(1/(211)))^ rdv « (l/(2^))\^ (e/(na)) dE X (1/251))]^ aN/l-e- 

» a « b . 


r2ii 





























r 
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QbservBtie ; Polosind fcrmulele (6*5) §i (6.6): 

r = .a(l e’eos r cos v * a(cos 

obtinem pentru cos v expresia: 

cos V Ä (cos B — e)/(l — e cos E), 
de unde, prin diferentiere, rezulta: 

dv «= ( \/l — e^/(1 — e cos E}) dE • 

Deci: 

r dv = a \/l - dE • 


7.27 Sä se arate cä in cazul mi§cärii eliptice: 

(l/T)^^ rdt = a(l +6^/2) , 

r fiind raza vectoare, iar T -* perioada de revolut^ie pe 
elipsä. 

Indieatle : A se vedea rezolverea problemei precedente. 



7.28 Sä se demonstreze cä in cazul mi§cärii eliptice: 
(1/L)^^ T dt = a , 

unde L este lungimea elipsei, i-ar dt ~ elementul de arc al 
elipsei. 


R e z 0 Iva r e : Avem: 


(^ Q r d£ = (1/L)^q a(l - e cos E) d£ = a - (ae/L)^^C 08 E dß, , 


Von calc'ula integrale: 


I =- \ coB E di . 
u 
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Vom folosi coordonatele parametrice ale elipsei: 

X = e cos E , y = b sin E ; 

dx s - a sin E dE , dy = b cos E dE . 

Rezultä, conform formulei lui Cauchy: 

di = \/(dx)2 + (dy)^ = v/a^sin^E + b^cos^E dE . 


Atunci integrala I se exprimä astfei; 

I = E dß = Va^sin^E + b^cos% cos E dB ^ 


C2lt 




a^sin^E & b'^cos E cos E dE 


Punind E = E^ + JC , a doua integrale devine: 
Va^sin^E + b^cos^E cos E dE = 




^Va^sin^En -f b^coe^E^ cos dE^ , 


in urma cäreia; 


§1 obtinem in final; 


CL 

= cos E d£ = 0 


(l/L)^o = ^ • 


Observatie : Comparind valorile medii (integrale) de la 
problemele 7.26, 7.27 §1 7.28, se vede cä cea din urmä este a 
cea „distantä medie’* care figureazä in legee a treia a lui Ke 
pler. 


i 7.29 

( 

Sä se 

arate cä, in caaul orbitei eliptice, 

anomalia 

j 

excentricä, E, se exprimä, in func^ie de 

anomalia 

mijlocie, M, 

cu precizia e*^, prin fonnula aproximativä: 



tg E = sin M/(cos M - e) . 



































Indicetle ; S« folose^te ecuatia lui Kepler se dezvol» 
tä in serii de puter*i functüle sxn M §i cos M . 


7.30 


Sä se demonstreze eä coaiponeritele vitezei punctului 
material (P,m) dupä axele* orbitei sale eliptice in 
raport cu centrul atractiv (S,cM), in eadrul problemei ce- 
lor douä corpuri, slnt: 

dx/dt «: - {€/p)ein v , 
dy/dt « (c/p)(a ^ coß v) , 

unde c eete constants arillor, p-* parametixil orbitei, e- 
excentricitatea, lar v* * anomalia adeväratä. 

Sä se Serie formula vitezei Iv! pentru v€(0,2ir) §i 
pentru virfurile elipsei (periastru, apoaetru). 


Re z, Q X T a p e s Xn sistemul de eoordonate Oxy (fig*7*^)» co- 

ordonatele punctului T 
sint: 

X ae + r coe v , 
y = r sin v . 

Tinind seama de faptuj 

9 

cä: 

r = r(t) , 

V « v(t) , 

§i deriVind in raport p 
timpul expresiile coof 
donatelor x §1 y ^ ob|in@ms- • 

dx/dt « (dr/dt ) 0o© T r-(dv/dt) sin v , 

^ (är/dt) sia T ^ r (dv/dt) cobt . 

Rolcsiad ficua%la orbit fX^ expresia vitezei radiale, dr/U 



Pig,7.6.- CompGaentele Titezei 
in mi^carea ellpticä. 
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§i integrelele ariilor (din probiema ?.13, de exempiu), re-^ 
zultä: 

dx/dt = (c/p) e ©inveos {e/p){l 4-e eosv) elnv =. 

= (c/p){eai.n V cos V ~ <1-f e cossin t) = 

=* - (c/p) sin v , 

2 (7.24) 

dy/dt '* (c/p){e sin^^v -i- (I + e <508 v) cos v ) a 

~ (c/p) (e + cos v) . 

Yiteza V ee obt±ne astfei: din relatia V ~ y2 ^ 

nind seama de expresiile (7.24), se deduces 

V «= (c/p)v/ 1-f 4-2e cos V . (7.25) 

in rirfurile elipsei (TT, A)r 

% * - {c/p)(l + e) , 

= ^jv=180“ “ • 


j '^*31 [ Sä se determine masa planetei Jupiter cu ajutorul 

mi^carii satelitului säu Io, care se ini^^cä in jvi- 
rul planetei pe orbitä circularä cu perioade T = 1^,769 . 
la distanta a = 421,6 • 10^ km. 

Re z o 1V a r e : He folosim de legea a treia generalisata s 
lui Eepler, eub forma: 

T^(Ji + m) = 132,7 • 10“^^ a^, 

in care perioada T se exprimä in zile mijlocii, distenta s 
in km, iar mase in maee terestre (m - masa satelitului se 
negli;jeazä in raport cu masa planetei). 

Cu valorile date, ob^inem: 
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cAl = 132,7 , - 

. 132.7 • 10'^'’421.0 - 1C^)^/(1,789)^ - 318 - 

Ase^dar, mas8 planetei Jupite- eete dt- 318 ori mal mare 

GLecf " masa Pämintului. 


r^irr cometa Halley a trecut, in anul 1910. prin perihe- 

- ' ..,^1 orbitel sale le c distanpe heliocentricä de 

i C,587 ül* CU viteza de 54.52 äan/a. Sfi se determine tipul 
i §■, eienitntele orbitel snls■ ____ 


^ t z o I V a r e Pentru a stabili tipul orbitei. este neceBB. 
e ee oeloula viteza circularä §i viteza persDclica ale come 
tel futä de Soare, la distanpa heliocentricä q . Din integr«. 
lE energiei, ea avind h = - 1 /a , respectiv h = C , in raport ou 
viteza circularä a pämintului (notstä V^^p) = 29,8 • 

= \4I7ä . CU a = 1 OA , ee obpin formulele ; 


drei r«q 

7 \ 

parir«q 


= 29,S/Vq . 

= v/2 V, 


irc 


unde vitezele ee exprimä in km/s, iar dietanja q in ÜA. 
Pentru q = 0,587, obpinem: 


V ! co-T = 29,8/V0,587 = 38,67 km/6 , 
circir=0,587 

V 1 - = l,4l'> • 38,87 - 54,96 m/s . 

parlr=u,58; 

Rezuitä cä -itezE V^ = 54,52 km/e eete cuprinsä intre v. 
lorile vitezei circulare §i parabolice ale cometei in rapor» 
cu soarele, la distanpe q - Intrucit eete foarte apro«,.. 

de valoarea vitezei parabolice. orbita cometei Halley fat» .n 
Soare eete o elipsÄ foarte aXungita. 
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Viteza V, intr-un punct al orbitei de razä vectoare r, 
.leterminindu-se pe baza integrale! energiei, dupä formula: 

V = V„ \/2a/r- 1 , 
a 

unde V eete viteza medie ooreepunzätoare distan^ei a , semi- 
a 

„xa mare a orbitei eliptice ee obtine astfei: 

V^ = V„\/2a/q- 1 
q a 

(l-ormulä rezultatä din cea anterioarä pentru r = q); folosind 
formula pentru viteza circularä pentru oometa (r = a): 

V « 29,78/\/ä (km/s) , 
a 

ne obtine: ___ 

V = 29,78 v'p/q - 1/a , 

q 

fl<j unde: 

a = (29,78)^/((29,78)^* 2/q - V^) = 

= 886,85/(886,85 • 2/0,587 - (54,52)*^) = 18,0UA. 

Excentricitatea orbitei eliptice ee calculeazä conform 

forraulei: 

q = a(l - e) , 

()i)1^inindu-se : 

e = l-q/e = 1 - 0,587/18,0 = 0,967 . 

Gonform legii a treia (simple) a lui Kepler, obtinem pe¬ 
rl oada de revolutle T (in ani siderali) dupä formula; 

T = aVa , 

„Ilde a este semiaxa mare exprimatä in UA. Se obtine: 

T = IBS/Ii £ 76 ani . 

N (: Din caloulele de efemeride a rezultat momentul trece- 
rll la periheliu, -t = 9 februarle 1986, la distanta hellocen- 
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tricä Q = 0,587 ÜA, genera-^ia ectuala de oameni fiind martorÄ 
a aparitiei pe cer a celebrei comete Halley. La Obeervatorul 
Aetronomic diu Cluj~Kapoca, cometa a fost pentru prima datÄ 
observata (in prima perioadä de Tizibilitate) in eeara zilel 
de 14 noiembrie 1985, in veoinätatea etelei 37 Daiiri, prezeri« 
tind o eträlucire aparentä de 7^,5 . 


7/33 


Sa se calculeze pentru cometa Ikeya-Seki, avind da- 
tele q = 0,0083 IIA, Vq = 480 km/ß, acelea§i märimi ca 
§i in probleina precedentä. 


R a e p un 8 : ^circ ~ km/ß , = 46l km/e , adicä eete 

mai mare decit valoarea vitezei parabolice: cometa s trecut 


prin periheliu pe orbita hiperbolicä ^i, deci, ea nu ee va 
mai reintoarce in Tecinätatea Soarelui. 


7.34 


Pentru aeteroidul Xcarus, eeiaiaxa mare a orbitei es ’ 
te de 1,078 HA, iar -excentricitatea ei e « 0,82&.. Sä 
ee determine: viteza in periheliu, viteza in afeliu, vitezt 
medie, viteza in punctul avind anomalia adeväratä v=:90^, 
precum §i viteza circularä §i viteza parabolicä la dietan- 
tele respective de Soare. 


Rezolvare : Bin ecua-^ia orbitei, pentru 0-^ e-^1 §i v - 
s= 90^, obtinem: 

r = 1,078 (1 - (0,826)^)/(l +0,826 coe 90°) = 0,342 DA ; 

iar pentru v = 0° (periheliu) §i, respectiv, v = 180° (afeliu) 
gäsim urmätoarele valori: . 
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^)v=0° “ " 1,078 (1 -0,826) - 0,188 0A, 

^1^=180° ' ^ (1 +0,826) = 1,968 UA . 

Viteza medie a micii planete ee ohtine dupä formula: 

V^ * 29.8/Vl,078 « 28,7 km/s , 
viteza in periheliu, dupä formula: 

Vq *= 28,7 \/l,968/0,168 » 93,0 km/e , 
viteza in afeliu, dupä formula: 

Vq - 28 ,7/\/l,968/0,188 = 8,86 kis/s , 

viteza in punctul avind anomalia adeväratä v=90°, dupä for- 
nmla: 

V^ « 28,7 \/rö.,078/0,342 - 1 = 66,1 km/e , 
viteza circularä la dietan(,B q-0,188UA, dupä formula: 

V . = 29,8//0,188 = 68,7 km/s , 

cxrc,q 

lf\r viteza parabolicä la distantß Q « 0,188 UA, dupä lormula: 

V « 1,41 • 68,7 * 96,9km/ß . 
par,q 

Rezultä cä V . < V < V , adicä asteroiduJ Ice- 

ttezuixa ca ^ ''par,q ’ 

rufl ee mi§cä, intr--adevär, pe o orbitä elipticä. 

.Be asemenea, avem: 

n = 29.8/VTrS68 « 21,2 km/s , 

V _ = 1,41 • 21,2 « 29,9 km/e , 
par,Q 

d« unde rezultä cä '^'q ^ ^c1tc;Q ’^'^par.Q* 

La diotan^a r « 0,342 ÜA/ avem; 

^clTC,T “ 29,8/’/o',3^ = 50,8 km/s , 

V ^ = 1,41 • 50,8 = 71.6 km/e , 
par,r 



























T 


de unde rezultä cä ^ 

circ,r r par,r 


7.35 


Satelitul artificial al Pämintului „XntercoamoB- 
Copernic”, lansat la data de 19 aprilie 1973, in 
Ü.R.S.S., a avut urmatorii parametri de lanaare: inäl- 
timea minimä de la suprafa^a Pämintului * 200 km §i 
inäl'timea xnaximä Hq «= 1550 km. Sä se determine parame- 
trii de mi§care ai satelitului artificial, cunoecind cä 
raza Pämintului este R * 6370 km, iar maea Pämintului se 
ia egalä cu unitatea (adicä eMsl), 


Rezolvare ; Pupä formula (fig.7.7): 

a = (q + Q)/2 - 

- R+ (Hq+EQ)/2 . 

unde q « r^ a R + Hq «m 
te distan^a pericen- 
trului (perigeulul 1ii 
cazul de fa^ä), Q ■ 
äRh-Hq este distanijt 
apocentrului (apogtu* 
lui in cazul de fatljj 
semiaxa mare a orbltil 
satelitului se obtinii 
avind §i dietantele q « 6370 + 200 * 6570 km , 6370 + 1550 • 

= 7920 km, aetfel: 

, a = 6370 4- (200 +1550)/2 = 7245 km . 
Sxcentricitetea orbitei ae obtine dupä formula: 



Fig.7.7. Pentru etabilirea parame- 
trilor de mi§care ai satelitului 
artificial al Pämintului. 


1 - q/a , 
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p^löä, in cazxil de fa^ä: 

e =: 1 - 6570/7245 * 0,093 . 

Perioada de revolu^ie a satelitului, exprimatä in minute, 
Ättnft distanta lui se exprimä in km §i masa corpului central in 
MfiUäti de masä teresträ, conform legii a treia (generalizate) 
» lui Kepler, se determinä dupä formula: 

T * 16,58 • 10”^ eVa/cAi , (7.26) 

49t unde, in cazul nostru: 

T = 16,58 * 10"^• 7245 • V'^724f> = 102® , 

^•onrece masa Pämintului cM r 1. 

Viteza clrcularä a satelitului, in km/s, se determinä du- 
l'l formula: 

Vg = 631,3 , 

tlticJi distan'ta se exprimä in km §i masa corpului central in u- 
fil lä'ti de masä teresträ, de unde, in cazul nostru: 

831,3/>/7245 = 7,42 km/s . 

ürmätoarele formule ne dau vitezele satelitului in peri- 
ttotru, respectiv in apoastru; 

Vq = V^N/ÖTq - Vg\/(l+e)/{1-e) , 

Vq = = V^\/(l-e)/(l+e) , 

«1« unde, pentru cazul nostru, obtinem valorile vitezei sateli¬ 
tului artificial in perigeu, respectiv. in apogeu; 

Vq » 7,42 V 792 O/ 657 Ö - 8,151nn/e , 

Vq = 7,42 V 6570/7920 = 6,761 £ib/b . 
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7.36 


Ce vitezä areooentrlcä (Aree=«arte), ?i la oe dis- 
tentä maximä de la suprafata planetei Marte, trebu- 
ie imprimetä unei nave cosmice pentru ca ea aä aevina se- 
telit artificial al planetei, urmind a deacrie o ^rb^ta e- 
lipticä .u excentricitatea de 0,250 §i perioade de 2 40 , 
gt'iind cä masa planetei Marte este de 0,107 »ase tereatre 
5 i raza sa - de 3400 km ? ___ - 


R^^olvare : Pentru determinarea eemiaxei mari a orbitei 

satelitului artificial, se aplicä urmätoarea formulä, echi- 
valentS cu formula ( 7 . 26 ) din problema precedentä: 

a « 331,2 ,, {1.21 

ob‘^iaindu-8e: _ 

a = 331,2 ^ 0,107 • (160)2 * 4650 km . 


Distanta apocentricä (apoariu) ae obtine astfei: 

Q ,= a(l+e) = 4650 • 1,250 * 5810 km , 
dupä care rezultä distanta maximä de la suprafata planetei: 

= Q - H » 5810 ~ 3400 - 2410 km . 

■?iteza circularä a satelitului este: 

7 = 631,3■= 631,3 /0,107/4650 - 3,04 km/s 

8 

gi atunci viteza cäutatä in apoariu s? obtine, ca in problema 
precedentä, astfei: 

7_ = 7„\/(l-e)/(l+e7 , 


de an.de rezultä imediat: 

= 3,04\/o', 750/1,250 = 2.35 km/s . 

Q 
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I determine semiaxele mari ale orbitelor §i vi- i 

tezele medii ale eatelitilor Io §i Callisto ai ple- | 
netei Jupiter, gtiind cä ace§ti satpiiti se migcä fapä de ! 
planetä ou perioadele de 1^,769, respectiv 16^,689 §1 maaa j 
planetei Jupiter este de 318 ori mai mare declt masa Pg- i 
mintului. 1 


g . l g P ^ : 421,7 • 10-^ km §i 17,3 km/e; 1883 • 10^ km gi 

8,18 km/s. 



— ■ ^ P 8 s 22^6 §i 14,3 km/e; 550^ §i 1,71 km/s. 



ä 8 p u n s : 0,107 . 


Sä se determine perioada de revolutie 

Lunii preeupunind cä masa Pämintului 


ipoteticä a | 
ar cre§?te de ! 
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pfla 18 o distantä medie de 2 ori Jnai 


P ft g p u n B : 


38^.63 . 


dar la o äistantj ZltTz&, p^rioadele de revo- 

“xri-:r::;ar-*e. - 


R fl s P u n 8 : De S ori mai mare ; 


?43 


2 fl-i 10.42 ani 


7.42 


Tä'TT^alea. prl.. ,1 » do« v».zä »o-laS P.- 
- „pradata plar.atal Japltei, ca al “ 

“r -"x“'. ro3 «.Xfc: raf^r 

d. 3ie ma. taraatr., l.P Paaa .. ~dxa (H) 

raze teresx re . ______——— ^ 

,„„<aati. : »acS dlacanS. r •• d« X» “■ “““ 

P„XPX cantpaX.A.ln »aa par.=.P.. .‘--cX coa.lderä. pan.™ 

/ II / ^ % _. / _ /4ii l 


alxaaa -.IPcalarS fo^aXa, ■ 631.3 (l»/.)i dar d- 

aä ,».a * ae efl,ri.ä 1. «aa t.pa.tpa, 

^(1) .O .7 W/o. IT 


X- +-a.fl Ptimci V . »T.SlVJVt/r (km/s). 
datä in raze terestre, etunci 'i 

— tt(2) 

42,710®/8! '^par,R e 


Häspuns. • ■'*'circ,E 


V = 17,3 Km/e 
s 


km/B; 
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7.43 


Sä se calculeze viteza circularä §i viteza paraboli- 
cä fa^ä de Soare la distan-feele medii ale planetelor 
VenuB (a = 0,723 üA), Pämint (a = 1,00 ÜA), Jupiter (a « 5,20 
ÜA) §i Pluto (a « 39f5üA). Explicati rezultatele ob^inute» 


Räepuns ; 35,02 §i 49,52; 29,78 §i 42,11; 13,06 §i 18,47; 

4,74 §i 6,70 (toate vitezele eint exprimate in km/e). 


7.44 


Semiaxa mare §i excentricitatea planetei Mercur sint 
0,387 ÜA §i, respectiv, 0,206; acelea§i elemente or¬ 
bitale ale planetei Marte eint 1,524 ÜA §i 0,093. Sä se de- 
termine viteza medie, viteza in periheliu §i viteza in afe- 
liu ale aceetor planete. 


Räepuns : 47,9 , 59,0 §i 38,9 ; 24,1 , 26,5 §i 21,9 (toa¬ 

te vitezele sint exprimate in km/s). 


7,45 I Pe baza parametrilor orbitali ai Pämintului, sä se 

calculeze masa. Soarelui in mase terestre. 


R ä s p u niP : 333 000. 


7.46 


Satelitul artificial al Lunii „Luna-10" a avut urmä- 
torii parametri orbitali? *= 350km (inältimes mi- 
nimä deasupra euprafe^ei Lunii), Hq *1017 km (inältimea ma- 
ximä deasupra suprafetei Lunii). Se cer: 


1) Semiaxa mare a orbitei satelitului (a). 

2) Excentricitatea orbitei satelitului (e). 
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3) Semiaxa micä a orbitei satelltniui Cb), 

4) Parametrul ortitei sstelituluri 

5) Bemonßtraree formulei Je leagä enomalia adeväratä 
(v) de anomalia excentricä (Jl) pentru o pozitie oareca- 
re a satelitixlui: 

tg{v/2) = vT^TeVTb^Te) tg{E/2) , 
unde R este razs medie a Lunii. 

6) Perioada de revolutie a satelitului in jurul Lunii 
(T), 

7) Sä se arate cä eatelitul artificial al Lunii are 
0 perioadä ^de revolutie de circa 9 ori mei mare decit 
perioada similar*> a unui eatelit al Pämintului care se 
plaseazä 'pe o orbitä cu aceea§i eemisxä mare ce §i Or¬ 
bits satelitului Lunii. 

Pentru calculele nmnerice se dau datele unnätoa- 
re: E*1738km, « 1/81,5 , 27^,3 , 384 400 Ina. 


Indlcatle : Se utilizeazä fomrulele: 

a = (Hq+HQ)/2 + B ; 
e = (EQ-H^)/(H^ + Hq + 2B) ; 
b = \/(R+H^)(S + Hq) ; 

p = 2(B +Hq)(E + H^)/(Hq+H q+ 2R) ; 

• ' T = {a/sj^)V/«/Vr+ mp/m^ . 

H ä 8 p u TEL B t a« 2421,5 km; e « 0,134 ; b « 2398,4 km ; p* 
= 2375 , 6 Inn 5 T = 2^54““ll® S. . ~ 


7.47 


Bava cosmicä ^,Luna-2” (cäzutä pe Luna la 4 septem- 
brie 1959) a avut la distanta de 320 000 km de cen- 


>1 
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trul Pämintului viteze de 2,31 km/s. Ce vitezä avea rache- 
ta la distanta de 230 km de la suprafata Pämintului ? Si 
dau urmätoarele valori numerice: R = 6370 km (raza medie a 
Pämintului), p. = 398 600 km^/s^(parametrul gravitational al 
Pämintului). 


1 n d i c a t i e s Se aplicä integrale energiei: V^»2;ü/r-fh 
H ä 8 p u n B : 11,11 km/s. 


7.48 j C nevä cosmicä este plasatä pe o orbitä elipticä in 

jurul Pämintului, le inältimea de 230 km deaeupra 
Huprafetei Pämintului, cu viteza initialä 10,95 krr/s. 
La roomentul pornirii vectorul vitezä este perpendicular pe 
raza vectoare geocentricä, fiind situat in plariul orbitei 
Lunii. In cit timp ajunge racheta la orbita Lunii, de razä 
egalä cu 384 000 km ? 


^ ^ ^ ^ 9 > Oin enuntul problemei deducem cä punctul de 
pornire al rachetei este tocmai perigeul orbitei sale, o cä- 
rui distanta este * 6370 t 230 - 6600 km. 

Semiaxa mare a orbitei se obtine din integrala energiei 
()entru mi§carea elipticä; 

vf = v2 = ^(2/r„ - 1/a,' , 
din care se deduce imediat; 

a = Tj^/{2 - r„y^/^) , 

unde ^ = 398 600 km^/B^ §i = 10,95 km/e ; valoarea semiaxfei 
mari rezultä a fi 8 = 450 203 km, 

Excentricitatea se determina dupS formula: 

e = 1 - r„/a = 0,9853 • 
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Miscarea inedie dinrnä rezulta din legee a treia (com- 
pletä) £ lui Kepler: , 

n =\/^/a^ = 2,1 • 10"^ s"^. 

Orbita rachetei intersecteazä orbita Lunii la distanta 
r = 384 000 km. Anomalia excentricä aorespuazätoare punctulul 
de. intersectie se determinä din ecuatia orbitei: 

r = b( 1 - e cos E) , 

de unde rezulta: 

cos E » {a-r)/(ae) E« 1,425 . 

Atunci din ecua'^ia lui Kepler: 

E-esinE * nCt-T) 

rezultä timpul de parcurs cäutat: t-T » 60 ore. 


timp ajunge racheta la orbita Lunii, consideratä cerc cu ra~ 
za egalä cu 384 000 km ? 

H e z o 1 V a r e : Leoarece rachetei i s-a imprimat viteza pa- 
rabolicä intr-o directie in care ea se va indepärta de Pamint, 
desfä^urarea in timp a mi§cärii este descrisä de ecuatiß mi?- 
cärii pe parabolä; 

(1/3) tg^(v/2) + tg(v/2) = 2\/^/p3 (t -T) , 
eau de ecua^la echivalentä: 

(l/3)(r +p)N/(2r - p)/yu = t - T , 

unde V este anomalia adevärata, p - parametrul orbitei, T - 
momentul trecerii prin perigeul orbitei. 

In cazul nostru, punctul de plecare al rachetei este toc- 
mai perigeul orbitei, a^a incit: 


7.49 


Punctul material P se mi§cä in Jurul centrului a- 
tractiv S pe o orbita elipticä de excentricitate 
e = 0,5. La un moment dat anomalia adevärata a lui P este 
de 90®. Gare este anomalia excentricä la acel moment ? Ca¬ 
re este valoarea anomaliei adevärate atunci cind E 


90° ? 


Rezolvare : Se aplicä formula: 

tg(v/2) := V(l-».e)/{l-e^) tg(E/2) 

§i se obtin unghiurile cäutate: E * 60^, respectiv v«120^. 


7.50 


Unei nave cosmice .i. se imprima, la inältimea de 230 
km deasupra suprafe^^ei Pämintului, a doua vitezä 
cosmicä in directia paralelä cu planul orizontului. In cit 


p/2 = R + H^= 6370 + 230 = 6600 km. 

*■ 3 2 

Cu valorile r = 384 000 km, yj. = 398 600 km^^/s , obtinem pen- 

tru timpul de zbor: t-T == 51,5 ore. 


7.51 


0 navä cosmicä se mi§cä pe o orbita circularä in ju~ 
rul Soarelui, raza orbitei fiind de 1 UA. La un mo¬ 
ment dat i se imprima rachetei viteza parabolica. In cit 
timp va ajunge racheta la orbita planetei Keptun, a cärel 
razä este de 30 ÜA, dacä la momentul plecarii racheta aveä 
vectorul vitezä in planul orbitei planetei, perpendicular 
pe raza vectoare ? . 


R e z o 1 y a r e : Se aplicä metod:a din problema precedentä, cu 
deosebirea cä in cazul de fatä: 
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p. = {UA)^/(zile)^ , 

■jnde k = 0,01720209895 (constarna lui Gauss), iar 
Se ob^ine pentini timpul de zbor: t~r = 13 ani. 



r = 30UA. 


7.52 j Sa Se rezolve problema analogä problemel 7.48, cu ; 

condifcia cä Vq * 12,0 km/s. ’ 

R e_z_o 1 V a r e ; Cu datele = 6600 km, « 12,0 km/e, 

^ = 398 600 kro'^/s , din fonnula pentru eemlaxa mare din pro¬ 
blema 7.48, se obtine a = - 17 170 km. Valoarea eemiaxei mari 
fiind negativa, orbita este deci o hiperbolS. 

Vom aplica acum ecuatüle mi^üärii pe hiperbola; 

r = ja|{echH-l), 
ia}(e — 1) , 
e 8h H - H c n(t - T) , 
n = V^/l al^ . 

Calculind pe e dupä formula: 

6 = 1 +r^/{a j = 1,384 , 
obtinem prin intermediul formulei: 

chH = {| a I + r)/(l a je) , 

pentru r = 384 000km , valoarea chH = 16,88 , care conduce la; 

H « 3 ♦ 52 rad * 201^41 . • • 

Ocälc.^lind §i pe n dup^ iTormula de mai sus, ob'^inem va— 
Icarea n5s2,81 • 10 ^ rad/s , iar din cea de-a treia ronmilä 
Canalogä ecuat-iei lui Kepiei’), obtinems t - t = 19,6 ore. 
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7.53 


Oometa Halley, avind o orbita elipticä ioarte alun- 
gitä CU a*= 17,047 ÜA §i e« 0,967281 , deplaeindu-se 
ßpre Soare, la sfir^itul aniaui 1985 §± inceputul anului 
1986 se va afla in apropierea Soarelui. Coneiderind orbita 
Pämintului un cerc de rszä egalä cu 1 ÜA, iar orbita come- 
tei o parabolä care are distan-^a periheliului egalä cu cea 
a orbitei reale, sä se calculeze cit timp se aflä comete 
mai aproape de Soare decit Pämintul. 


Rezolvare : Goneiderind ecua^ia orbitei parabolice (pro- 
blema 7.50): 

(1/3 )(r +p)N/r2r - p)/^ « t-T , 

obtinem, succesivt r«lüA, p«2r^» 2a(i-e)= 1,1155 U/:» 

2 3 2 

* 4*rc (ÜA)’'^/(an) , dupä care, pentru perioada res- 
pectivä, se ob^ine 0,1113 ani = 41 zile. 


7.54 0 navä cosmlcä interplanetarä ce se mi§cä pe o orbi- 

tä keplerianä circumsolarä are la un moment dat,Giad 
anomalia sa adevä-ratä este de 120®, urmätoarele coordonete 
rectangulare ecliptice (exprimate in UA): 


IS 4, 


12 


^ TT r , 

Ihipä un tlmp, nava ajunge in punctul orbitei avind ui*mätoa- 
rele coordonate ecliptice (exprimate in acelea§i üA): 


X2*=~2, y2*8/3, --S 

Sä se determine elementele orbitale ale navei interplanetar 
re. 


Rezolvare : Din datele problemei rezulta cä znärimile ra~ 
zelor vectoare heliocentrice corespunzätoare celor douä momen- 
te sint: 
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. \/x2+y2+z| = 13 (UA) , 

. \/x|+y| + a| = 26/3 (ÜA) 

fi aä cei dol vectori §i ^2 s£nt orientati in sensuri o- 
puse. 

RezultS cä anomalia adevärate , corespunzätoare razol 
▼ectoare are iraloarea: Vg = 1®*^° = 300°. 

Din rela^i^a: 

^l/^2 “ ® V 2 )/(l + ö cos ) , 

QU datele de mal aus, ae poate determiriB excentricitatea or- 
bitei; se obtine e«2/21. 

Dupä aceasta ee poate obtine semiaxa mare a orbitei, de 
exemplu, din formula; 

= B(l-e^)/(l + e cos v^) , 

cealaltä formulä putind servi drept formulä de oontrol; se ob. 
^ine B ® 260/61 ÜA. 

Se mai poate ob^ine parametrul orbitei, dupä formulä: 
p = a(l-e^) = 4,224 ÜA , 

dar acesta uu este, insä, un element orbital' independent de • 

sau e . 

Celelalte elerneute orbitale nu pot fi determinate, din ran 
tivul cä razele vectoare §1 Tg sint situate pe o aceeafl 
dreaptä. 



0 nayä sosmioä interplanetarä se mi|oä fa^ä de Soare 
sub influenta gravitat:..-lalä a acestuia (färä sä fie 
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influentatä de actiunile gravitationale ale planetelor), 
intr-un sistem de coordonate Sxyz, sistem drept, al cärui 
plan fundamental Sxy este planul eclipticii, axa Sx fi- 
ind indreptatä spre eteaua Regulus (care poate fi oonsi— 
deratä, cu preoizia oerutä de problemä, in planul eclip¬ 
ticii). La trei momente diferite, pentru pozitüle navei 
s-au obtinut urmätoarele valori ale coordonatelor sferi- 
ce eoliptice: 

t^ = lOX 1980, 12^^ TU; r^ = 2,15 -lO^km, = 272°, p^ = 0°; 
tg = 29 XI 1980, 12^U; = 1,86 -lO^km, Xg = 289°, Pg = 

t^ = 28X111980, 12^U: l,47*10®km, = 303°, P 3 = 0°. 

Sä se calouleze elementele orbitale a , e gi cd . 


Rezolvare ; Deoarece la fiecare din cele trei momente 
valoarea latitudinii ecliptice a pozitiei navei este zero, 
nava interplanetarä se migcä in planul eclipticii. De aceea, 
din ecuatia orbitei in coordonate polare, avem: 

Tjj = p/(l + e cosCX^-co)) , k = l,2,3. 

Pe baZa acestor relatü pot fi deduse urmätoarele formu¬ 
le pentru determinarea elementelor orbitale e §i cO : 

° = ^^k+1 " ^k^''^^k°°®^'^k ” ■ ^k+l°°®^'^k+l ^ 

tg ü) SS - (A^cos + 42^08 '^2 -f-A^coB + 

4-AgSin ^^2 ^ 3)9 

unde au reepectiv expresiile: 

^1 = 1*2 (3^2 *“ ^3 ^ ’ ^2 ~'^2^ ^3 ~ ^ ~ ^3^ ^ ^2 ^ ' 

Se vede cä mai intii se obt^ine O); apoi e §i p , iar ee~ 
mxaxa niaxe a. xezulta, in ixnB. 1 ^ din ionnula: 

a = p/(l~e^) . 
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Din eceste formule, pe baza detelor mimerice ale probl«* 


mei, obtinem: a = 124',9 • 10° Ion, 


0,727 , CO = 89 ,3 


7.56 


Astrul 0 se aflä la distanta R de Pämint, coordo- 
natele aale sferice geocentrlce ecuatoriale fiind 
oc,S, Pie Y^, coordonatele rectangulare geocentrlce 
ecuatoriale ale Soarelui (axa TX trece prin punctul vernal 
(T), iar axa OY este eituatä in planul ecuatorului ceresc; 
fig.7.6) §i X, y, z coordonatele rectangulare heliocentrice 
ecuatoriale ale astrului 6 . 

Sä se arate cä pentru determinarea märimilor R, od, S 
au loc formulele: 


R COB oc C08 S = X + X^ 
R sin oc cos S 
R Bin S = z + 2 q 


■© 


Rezolvare : Din fig.7.8, avem rela^ia vectorialä: 



Fig.7.8. Pentru etabilirea relatiilor 
de bazä ale calculului de efemeride. 


R = RQ + r, ( 7 . 28 ) 

care, eeam» 

de componentele ce- 
lor trei vectori: 

R cx, X, Z) , 

r (x, y, z) , 

este echivalentä ou 
urmätoarele- relatll 
scalare: 

X = X0 -f X , 

Y = Y^+y , (7.29) 

Z = Zq -f z . 
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Pe de altä parte, putem scrie: 

X a R cos S cos oc , 

Y = R cos S sin <x , (7.30 

Z = R ein S . 

Din formulele (7.29) §i (7.30) rezultä imediat relative 
cäutate. 

Observatie : Relatiile de mal sus stau la baze calculu- 
lui de efemeride; eie se complicä in func^ie de conditüls di- 
feritelor probleme concrete. 


7.57 


Sä se arate cä dacä originea sißtemului de coordona- 
te OXYZ se mutä in centrul de masä al sistemului de 
puncte materiale, G, forma ecuatiilor diferentia^e Pro¬ 

bleme! celor n corpuri, precum §i forma integralelor prime 
nu se schimbä, dar se modificä constantele de integrare, e- 
le fiind numite in acest caz constante baricentrice^_ 


Rezolvare : Notind cu (x^ 



y^, z^) coordonatele baricen- 
trice ale punctului de 
masä , pe baza reiavi 
ei vectoriale: 

R. = i;^+r., i-o7^ (7.3i ) 

(vezi fig.7.9), obtintin 
urmätoarele relatii sca- 
lare echivelente: 


Fig.7.9. Miscarea sistemului de 
puncte materiale jfatä de centrul 
de masä, G. 


Yp = n typ , 

Zj^ = s t , 
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undc coxnponentele r], f ale vectorului g reprezintä coor- 
dcnatele abeclute ala cerxtrului de masä, G. 

Scua'^iile diferentjiale ale mifcarii absolute fa'Jä de aii 
temul inertial OXYZ sint: 


121^ d^X./dt"- := 9u/ax, , 


^ 'au/aYj: , i O.n-1 
d^Z^/dt^ = au/az^ , 

unde functia de for^ä ü are expreeia: 

n~I ^ , 


(7.311 


i,.i=c 

(i<j) 


(7.31' 


ou ' \/(X^ -X..)2 + (Y^-Yi)2 + (Z^ -Z^)i' 

Sißtemul diferential de mai sue poeeda urmätoarele zeo« 
integrale prime; 






, cAy) 


cM. t *= , 


cM^ = a^t +b^. tMy\ ^ B~jrt + by, cAt^= a^t + b^ 


(7.3r)' 

(7.31) 


(6 integrale ale mi§cärii centrului de masa, G), unde am f&ou^ 
n-1 

notatia Ji 


n->l 


i=o 

n-l 

ZI 

i=o 

n-1 

IZ 

i=o 




Z^Xj^ '*■ ) = Cy ) 

Vi> = <=2 


(7.37i 


(3 integrale ale ariilor); 

% - (-U) h 


(7.3^) 
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i«o 

Se observä c£, dacS relatiile de traneformare (7.32) ee 


rtpriveazä de douä ori suocesiv in raport cu tisnpul §i ee tine 
oont de integralele migcärii centrului de masä, G, ee obtin e- 
cuatiile diferentiale in sieteniul Gxyz: 

d^x^/dt^ = 9U/dx^ , 

d^y^/dt^ = 3U/ayj^ , (7-39) 

“i = 3ü/3Zj^ , 

unde U are aoeeagi expresie ca mai sus, insä (vezi fig.7.9): 

Aplicind teoremele mecanioil asupra sistemului diferenti- 

ttl obtinut, vom gäei 10 integrale prime analoge cu cele ale e- 

cuatiilor din eistemul OXYZ, dar constantele de integrere vor 

fi altele decit cele ce figureazä mai sue. Astfel, de exemplu, 

constantele ariilor in migcarea baricentricä vor fi notate cu 

c c c ei eie eervesc la determinarea pozitiei planului lui 
x’ y’ z 

ijaplace. 


7.58 


Sä 86 determine mi§carea Soarelui fatä de centrul de 

masä al unui anumit grup de stele ce contine Soa- 
rele, utilizind modelul migcärii absolute in problema celor 
n oorpuri, migcare raportatä la sietemul inertial OXYZ (me- 
toda lui A. Bravaie, 1843). 


Rszolvare : Deoarece putem considera fix centrul de masä 

al unui grup de stele, G, in integralele prime ale migcäril 
centrului de masä constantele a^, ay, ag nule. 
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Mn aceasta conditie rezulta cä; 

n-1 . n~l . n-1 

~ 0, y « 0, ^ ^ " 

i=o i«o i=a 

Atribuind indicele „o” Soarelui §i presupunind .cä: 


X^ - Xq « , 


ob'^inem: 


unde aM.~ 


n-1 


x=o 




* H 


n-1 

JIX^ + IZ = 0 . 
p-1 

cMY + 2Z “lYi = 0 • 
i=l 


JLZ. 


n-1 


1=1 




0 , 


Aceste ecuatii permit determinarea vitezei Soarelui (e 
• ♦ • 

sistemulul solar), {x^ , fäta de centrul de masä al gru* 

pului de Stele ales, G. 


Observatle : Bacä grupul de Stele este grupul etelelor 
strälucitoare (pinä la magnitudinee 6); pentru care se dispune 
astäzi de cele mal complexe date privind masele §i vitezele 
radiale, se ob^ine pentru ini^carea sistemului solar rezulta- 
tul cä acesta se mi§cä in direc^ia determinata de urmätoarele 
:oordonate ecuatoriale: 06 = 270^, S = ^30^, cu o vitezä de 19,5 
km/s. 


7«59 I Sä se deduca urmätoarea ecuatie diferen-^ialä in ca- 
drul problemei celor n corpuri (formula lui Ls- 

!:tr:arige -d eco'biji * 

i d^J/dt^ = 21T + 4h , 
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unde ü este func^iB de fortä, h - conetanta energiei, iar 
J - momentul de inertie fa^ä de originea sistemului de co- 
ordonate, origine situatä in centrul de masä al sistemului 
de n puncte materiale• 

R e z o1 V a r e ; intruoit functia de for^ä ü, avind expresia 
ca in problema precedentä, este o functie omogenä de gradul 
(-1) in raport cu coordonatele, adicä: 


^"'l* tyi* ••• ; ^=yn.i» = 

= t u(x^, y^, Z^5 y^, Zj; ... ; ’^n-l* yn-1’ ®^n-l ^ 

pentru orice punct al domeniului sau de defini^ie §i orice va- 
loare realä a lui t , atunci dupä teorema lui Euler referitoa- 
re la functiile omogene are loc egalitatea: 
n-1 

ZI((9ü/ax^)x^+ OU/ay^)y^+ (3U/az^)z^) = (-l)U, 

1 = 0 


in fiecare punct al domeniului de deflnitie al funct^iei U, ca¬ 
re este, conform cerin^ei teoremei, §i diferentiabilä. 

Polosind ecuatiile migcärii fa^ä de centrul de masä, G, 
membinil sting al rela-^iei noastre devine: 

+y^ d^yj^/dt^ + z^ d^z^/dt^) « - U . 

i=:0 

Tinind seama de integrala energiei §i de expresia energiei 
cinetice a sistemului de puncte materiale, ob^inem: 

!>. d^x^/dt^ + (dXj^/dt)^ +yj^ d^y^/dt^ + (dy^/dt)? + 

22 2 
+ z^ d'^Zj^/dt'^ + (drz^/dt )'^) = ü + 2h . 


Reamintiad faptul cä momentul de iner^ie al sistemului de 
puncte materiale PoCjiIq). origi- 
riea G a sistemului de coordonate Gxyz este: 
















- 182 


n—l 2 ? 2 

i~o 

se vede u§or, dupä douä deriväri succesive in raport cu tim- 
pul ale acestei relatii, cä membrul intii ai relatiei de mal 
sus'este egal cu (l/2)d^J/dt^ , de unde ee obtine ecuatia C6- 
rutä in enunt^. 

Observat-ie : Formule lui Lagrange-Jacobi este utilizatÄ 
in astronomie la cele mal diverse cercetäri calitative (stu-« 
diul stabilitätii mi§cärii, al ciocnirilor etc.)- 


7.60 


Sä se deducä integralele prime ale ecuatiilor mi§cä- 
ril relative (fatä de punctul material Pq) ale Pro¬ 
bleme! ceior n corpuri. 


Indicatie ; Se folosesc relatüle de transformare a ecui. 
tiilor mi§cärii relative (fatä de P^) din ecuatiile mii^cäril 
absolute, precum §i integralele prime ale ecuatiilor mi§cärll 
absolute, 


R ä s p u n s : Integralele prime cäutate sint; 


n~l n~l 

» ( 1/,M,) ( m^y ^ ^ 

3 “1 0 *“1 


n-1 


n-1 




) + 


n-l 

+ IZ = o^. 

issl 

n-1 n-1 n-l n-i^ 

- ‘ < 1 = "3 “3 ^ Vs & "ä “,1 > * 

+1:: • 

n-l n~l n-:i n-1 

- (i/.Hx ~ ^ ^ 

J-l .1=1 0=1 J'l 
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+EI ®i(^iyi-yA> = «z 5 

i»! 

- (l/( 2 cAt)) (( y ' + ( 2 ZI + 

i»l is=l i«! 

XI'“i 

+ (l/2)XI®i(ii "^yi " ü + h , 

n-1 

unde «>H. « ^ . 

i«o 


7.6l Sä se determine conditüle in care mi^cärile reisti-- 
" ve, in Problems oelor trei corpuri, au loc pe orbite 
I kepleriene (satisfäcind ecuatiile mi§cärii din cadrul pro- 
j blemei a douä corpuri)(solutiile lui Euler §1 Lagrange). 


Re zolvare : Pornim de la ecuatiile Eii§cärii absolute din 
cadrul problemei ceior trei corpuri, in care vom folosi indi- 
cii 1, 2, 3 (in loc de 0, 1, 2 - notatüle din manual). Astfel, 
in eistemul iner-feial 0XY2 (fig.7.10) avem ecuatiile: 


d"^R^/dt^ K G(®^2'^^12^ ^12 ^(^3/^23) ^23 » 


(7.40) 


d^R^/dt^ = a{m^/r^j) ?23 ^^®1^^21'^21 ' 

d^R^/dt^ ^^^2^^32^^32 * 

Prssupunind cä mi§cärile relative sint descrise de vecto- 
rii ^23’ ^1 tiJ^ind cont de relatüle: 


Ü2 


Rp ~ % , 


^23 * ®3 ■ ’ 


‘31 


RJ-E 3 . 


obtinem urmätorul sistem diferential: 


























T 
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= -G(ni^-HC2)7^2/^2 ’ 

= -G(m2+in^) +^ 2 /^ 12 ^ ’ (7-41) 

~ -GCm^+nij^) •*■ <ii!^2^^12^^12'*'^23^^2'^^ * 



Pig. 7 . 10 . Coufiguratia generalä a ceior’ trei corpuri P^, P2. Pji 

Conform ipctezei, migcärile relative ale punctelor mate¬ 
riale Pj, P2, P-j au loc pe orbite kepleriene, adicä aint de- 
scrise de ecuatüle diferentiale.de forma; 

d^r^2'^^*^ = - G ’ 

d^'T23^^'^^ - “^'5^2 ^3'^^23 ’ (7-42) 

d2?3^/dt^ = -0X3 , 

uride märimile %3 repTezlntä constante independente 

de tiinp. 


• 185 - 


Astfels conditiile ca ecuatüle (7.41) sä fie de forr^. 
(7a42) sint; 

(Bll + Big - % 1) ^ 2 . 2^^2 ~ ®3 ^*‘23'^^23 ^3l'^^31 ^ = 0 , 

(ffig+ 03 - Xg) r 23 /r |3 - (7.4 !) 

(in3 + BI 3 ^ X 3 ) ?3i/r|3 - BgC^^g/rJg + ^23/’^3 > ' ^ • 

Tlnind eeama de relatia evidenta; 

^12‘*‘^23 ^^31 * (7-44) 

obtinem: 

r23(Bi3/r^3 + (nij + Kg - Xj )/r^2) + 

+ r3j(!i.3/r^3 + (m^+m2 - Xi)/r^2) .0, 

?3j(mi./r^l + (m2+m3-X2)/r^3) + 

. 3 . t — (7.41) ,i 

* * (nij + ®3 - X2)/r^3) = 0. 

rjgCmg/r^g + (013 + - X 3 )/r^j ) + 

+ r23(Bi2/r^3 4 ( 1 B 3 + - X 3 )/r^^) = ?. 

Aceste ecuatii au loc numai in douä cazuri, pe cerr 1< 

vom anali25a in cele ce urmeazä. 

Se5Lii_£l5d_Yectorii_^2i_r23-«-?31-5i2i-£?iiei&r- 

Vom coasidera, de exemplu, cä punctele Pj, pg, r, 1 
ßituate in ordinea din fig.7,11. Avem in aceet caz rtlut.i» ^:■ 
videntä: 

^31 ”'^12 + ^23 • ' 

latrodncind notatia urmätoare: 


* ^23/"‘l2 • 


(7.'., 
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obtinem relatiile; 


^23 ° ^12 


(7.48) 


2= (X + Oi) ^^2 ^ 

Tinind cont de ( 7 . 48 ), ca §i de faptul cä vectorul 
are sens opus vectorilor relatiile (7.45) 

cantitätile X^, X^» %3 pot fi exprimate aßtfel: 

= 1113 ^+ 1112 - 013 ( 1 + 2 %)/(?l^(l+ Ä)^) , 

X2 = 012+1113-m3 0 N 3 ( 2 +')l)/(l +, * ( 7 . 49 ) 

X3 = 013 + 103 ^- 1112 ( 1 +‘^^)(1 +• 

Deoarece märimile (i = 1 , 2 , 3 ) sint corLstante, 

rezultä din relatüle ( 7 . 49 ) cä §i cantitatea '7\ este constan- 
tä. Aceasta aratä cä configura'feia sietemului celor trei punc- 

te materiale rämine in 
timpul mi§cärii aseme- 
nea cu sine £nsä§i. 

Pentru determina- 
rea parametrului , sä 
efectuäm inlocuirea re- 
latiilor ( 7 . 48 ) in ecu- 
atiile (7.42). Atunci 
ob-^inem: 



Pig. 7 . 11 . Configuratia coliniarä 
a celor trei corpuri. 




Xi^i- 


%3 = X^d+'X)^ 


(7.50) 


Dacä in una dintre aceste relatii inlocuim cantitä-tile 
% 1 ,% 2 »X 3 cu expresiile date de (7.49), ob^inem pentru para- 
metrul ^ urmatoarea ecuatiie de gradul al cincilea: 

(m^ *f m2)'>^ -h +2m2) 7 ^ + - (3m^ + 1112 )'^^ " 


- 187 - 



- (2si2 ^ 31 B 3 )*X ni 2 ^3 «G. (7,51) 

Intruoit £n relatia de definitie ( 7 . 47 ) cantitatea ee 
presupune pozitivä, cäutäm numai rädäcinile pozitive ale aces- 
tel ecuatii. Cum coeficientii ecuatiei (7.51) prezintä o ein- 
gurä variatie de semn, rezultä cä a'ceastä ecuatie are numai o 
rädäcinä pozitivä (Descartes). 

Deci punctele materiale P 3 , P 2 , P 3 se pot ageza £ntr-uh 
eingtu' mod, in aceaetä ordine, pe o dreaptä, pentru ca acee- 
tea, pornind cu o vitezä ini-^ialä coreepunzätoare, sä deecrie 
orbite kepleriene. Mi§oärile sint descrise de ecuatüle ( 7 . 42 ) 
in care valorile coeficient-ilor X 3 , % 2 , %3 ee determinä din 
relatiile (7.49), dupä ce se cunoagte valoarea lui “X . 

Eezultate similare se obtin gi atunci cind cele 3 puncte 
materiale eint agezste intr-o altä ordine. 

In Bcest fei, am ajune la solutia lui Euler a problemei 
celor trei corpuri. 

~-Hi-.21B^.s®.55H±®§2ä_toJi^coeficienJii_sistemului de 

££H§iii».(Ii432 

Din aceasta condi^ie 
rezultä imediat relatüle: 


Fig. 7 . 12 . Configuratii echila- 
terale ale celor trei corpuri* 


^12 ~ ^23 ^31 ’ 


Aceete relatii aratä ca. 
cele trei puncte materiale 
sint a§ezate intotdeauaa 
in virfurile unui triunghi 





























achilateral Pixiad intr-un plan pozi'^iile a doul 
corp^rri, cel de-^al treilea corp ee poate a§eza in douä pozl- 
tü in acela§i plan, pentru a forma cu celelalte douä corpurl 
un triunghi ecMlateral (fig*7.12). 

In acest fei am ajuns la solu^ia lui Lagrange a Proble¬ 
me! celor trei corpuri, cind cele trei corpuri se mi§cä in¬ 
tr-un plan fix, pe orbite kepleriene, formind tot timpul un 
triunghi echilsteral. 



Fig<»7.13. Cazul lui Euler cind cele trei 
puncte materiale se mi§cä pe elipse. 



rig,7»14, ÖazuJ lui Lagrange cind cele trei 
materiale se iai§cä pe elipee. 


18S 


1 * Solutiile lui Euler §i Lagrange, in cnzuri- 
le cind crbitele kepleriene sint elipse, sint primele orbite 
periodice deecoperite in cadrul probleniei celor trei corpuri 
(fig. 7.13 §i 7.14). 


1^7.62 j Sä ee etablleascä forma simetrieä a ecuatiilor nils- | 

cärii relative, in cadrul problemci celor n cor- 
puri,prin urmatoarea alegere a coordoriatelor relative (co- 
ordonatele lui Jacobi; 1842): 

- Be considerä un sistem de axe paralele cu axele sie- 

temului absolut, avind centrul in punctul coordonatele 
relative ale punctuliii detenninä fa^ä de 

acest eietem de coordonate;■ 

- prln centrul de masä G^, el punctelor §i p^, ee duc 
axe paralele cu axele eistemului precedent: pozl-^ia punc- 

^2 detenninä fa'^a de acest sistem prin coordona¬ 
tele relative X 2 .y 2 .Z 2 ’ ^ 

- prin centrul de masä G 2 . el punctelor P^, P^^ gi p^, se j 

duc iarägi axe paralele cu axele sistemului precedent gi j 
coordonatele relative ale punctului P^ £n acest sistem ee j 
noteazä cu x^.y^.z^ g.a.m.d (fig.7.15). i 

Cu alte cuvinte: sistemele de coordonate succesive se 
aleg astfei ca fiecare punct de masä se raporteazä 

fatä de centrul de iner^ie G^ al tuturor punctelor prece- 
dente de maee nip, m^, mg...., in^_j . ! 


Rezolvare : Uotäm G^(^^,r)^, astfei cä 

de unde: ; '' 

etc., 

k=o 

unde prin cJK^ e-a notat auma: 


(7.52) 

(7.53) 
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k«c 

?otrlTit eu definitiile din enuntful problemei: 

(uQde i?l), din «are, dup& inmaltfiree ou ei utilizaren 

relatiei (7.53)» rezultä: 

:L~1 

Äi xr i/1 jt — /W i. ■“ 'V Sil JLi « ©tic« (T* 5 T) 



f^g,7,15. Peatru definiree ooordouaxelor iui Jacobi. 

Pentru a exprima xrschile coordonate X, ¥, Z prln noile 
coordoaste x,J, ». obeerv&n cä, pe baza relatxei (7.53): 

’ (T.5H) 

sau: 
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"* *^^—1 ^i—1 ^ ***^^—1 ’ ötc. (T.59) 

Prin urmare, pe baza relatiei (7*57), putem ecrie; 

“ *1+1^ == » 

de unde: 

^i+l ”* * ^i+1 *"^^i—1 ’ etc. (7*60) 

Adunind membru cu membru eceete egalitäti, pentru valori- 
le succeßive ale indicelui, obtinem: 


- Zq * Xi , 

^i*i'l~ * ^i+1 ^1^1^• (7 • 6l) 

Derivind de douä ori in l*aport cu timpul relatiile (7.57) 
9i folosind ecuatiile diferen-^iale ale mi^cärii absolute, ob- 
tinem; 

tM.i_i d^Xj/dt^ = 9U/9X^ - W/dX^ - 

- 9ü/ax^ - . . - aü/aXj^_j, etc. (7.62) 

Pe de altä parte, tot din (7.57), avem: 


au/ax^ = - 3u/ax^ - (m^/rfttj^) au/axg - 

- (my^g) 9U/3 x 3 - ... - (m^/cM^.g) 9U/ax^_3 , 
aü/aZj^ = 30 / 9 x 3 - (m^/cAt^) su/axg - 

- (m^/eAlg) 90 / 3 x 3 "... - ^U/3Xjj_3 , 

90/3Zj^_3 - 90/3x^_3 , 

de unde ee obtine-cu ufurintä: 
i-1 

5^aO/3Zjj. = - (cM3_3/in3) 30/3x-^ - 
k=o 

- (c#l 3 _ 3 /t «.3 ) 90 / 3 X 3^3 -.. ) ^U/3x^^. 3 . 

irilocuind aceste expresii in (7.62), obtinem in final 
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sistemul diferential cäutat: 

« dV/dx^ f 

/lid^y^/dt^ = ao/ay^ , ( 7 . 63 ) 

d^Zj^/dt^ = Sü/Sz^ t 
linde fisi n'tiliza'fc notai^iBs 

SB ^ * IjB—1 f 

Mr functia de forti ü trebuie exprimatä prin noile coordon*. 
te relative, pe iDaxa relatiiilor (7-61). 

nhB^rvatie : Scuatiile ln variabilele Jacobi se aplicfi U 
Bpecial la atudiul misoärii aatelitilor planetelor, ca ei i. 
studiul miecärilor in slstemele atelare multiple. 


7 63 j Sä se arate cä integralele ariilor ei integrale e- 
„.LJ nergiei ale ecuatiilcr mi§oärii in coordonate re- 
lative -Jacobi (problema 7.62) au aceeagi formä ca in ca- 
zul ecuatiilor migcärii absolute, adicä slnt de forma: 

. fi/‘i(*iyi-yA^ 

isBsl 

(l/2)£/ii(ii+yi'*^^l^ = o+h’ , 

unde rj, Blnt conetantele ariilor, iar h' - con- 

stanta energiei._‘ 


V 


7.64 


puri, 


Sä ee transforme ecuatiile migcärii relative in co- 

ordonate Jacobi, in cadrul problemei celor n cor< 
in eistem canonic. —: 
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itezolvare : Punind: 

*131-2'*i’ ^ 3 i-l° 7 i> 93^ = 2^; 

P3i-2 “ A ^3i-2 ’ P3i-1 “ A %’i-l ’ ^31 ° A '^31' 

unde i=l,n-l , ob-jjinem urmätorul eietem; 

dqjj,/dt = aH/apj. , 

dpjj./dt = - 3H/5qjj. , . 

functia lui Hamilton avind forma: 

H = ^ (l/(2^i))(P3i_2 ■‘■P3i-1 * 

in care func^ia de for^ä U ß€ exprima cu ajutonil relatiilor 
de transformare a coordonatelor de mai eue in coordonate ca- 
nonice. 

Obeervatie : Forma canonicä a ecuatiilor mi^carli intr~o 
problema de dinemicä prezintä, in general, avantajul cä toate 
rezultatele matematice cunoscute astazi in studiul sistemelor 
harailtoniene pot fi aplicate cu eucces, atit la cercetäri cen- 
titative, cit §i la cele calitetive asupra diverselor eieteme 
dinamice. 


7.65 Sä se adapteze ecuatiile ini§cäril relative in coor» 
donate Jacobi (problema 1»G2) la cazul mi^carii Lu- 
nti in jurul Pämiotului, sub actiunea perturbatoare a Soa- 
relui« 


H e z o 1 V a r e : Fie cele trei corpüri Pämintul, Luna sl 
Joarele - aeimilate cu puncte3^e materiale P 2 » ref.'- 

pectiv (fig.7-l6). 
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Se preeupunt 
cä, la studiul mloi 
cärii Lunii £n ju- 
rul Pänüatului, et 
considerä in prinA 
aproximatie numal 
actiunea perturba« 
toare din partea 
Soarelui. 

Din sistemul 
(7.63) (vezi pro- 
blema 7.62), pentru 1=1, ob'^inem ecuatiile mi§cärii Lunii 
fa-^ä de Pämint: 

2 2 

d x^/dt = ((eQq+ m^)/(in^m^)) au/ax^ , etc. , 

iar pentru i = 2 obtinem ecuatiile iiii§cärii Soarelui fatä dt 
centrul de masä al sistemului Pämint-Lunä, : 

2 2 

d x^/dt = ((hIq+ m^+m 2 )/(m^+in^)m2)9ü/ax2 , etc. 

In cazul de ia'^ä, iunc^ia de ior^^ä ü are urmatoarea ex* 
presie: 


0 . +“‘oV^o2+“l“2/^12^ > 


^ol 


-- 


^02 

* {(*2 

+ (inj^/(m^+ aij^ + ( y ^ ^ 

h ( m ^/( m ^+ m ^ 

»y^) 


+ (^2 




"•12 

= ((*2 



))yi)‘ 


+ (Zg 





R*Luna 



Pig.7.16. Pejitru stabilirea coordonate- 
lor Jacobi in* cazul sistemului Pamint- 
-Lunä-Soare. 


t 
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p bservatie : ln mecanica cereascä se demonetreazä cä a- 
vantajul folosirii ecuatiilor de mai aus este urmätorul: mi§- 
oarea Soarelui fa^ä de centrul de masa al sistemului Pämint- 
Lunä este cunoscuta cu o foarte mare precizie, in coni'ormita- 
ie cu modelul problemei celor douä corpuri, §i drept urmare, 

Sn primul sistem de ecuatii, in expresia functiei de for^ä ü, 
coordonatele Soarelui pot fi considerate ca fiind functii cu- 
rioscute de timp, ceea ce faciliteazä foarte mult rezolvarea 
problemei. 




j'i 


Rezolvare : Vom cäuta, deci, locul geometric al punctelor 
in care «IP 2 I» adicä: 

ßBim3_/IIP3^P||^ = Gmmg/ll’PgPII^ . 

Alegind sistemul de coordonate ^xy (PeP^^x) ca in fig. 
7.17, in sectiunea planä, ob-tinem egalitatea: 


7.66 


Consideräm mi§carea punctului material (P,m) sub ac~ 
tiunea gravitationalä a douä centre atractive (soco- 
tite §i eie puncte materiale), (P^,m^) §i pre- 

supunett cä m^<m 2 . Presupunem, de asemenea, cä masa m este 

neglioabilä in compara^ie. cu m^ §i m 2 , in sensul cä punc- 
tul material P nu exercitä nici o influentfä asupra puncte¬ 
lor materiale P^ ^2 asemenea problemä se nume§te in 
mecanica cereascä „problemä restrinsä”, ocupind o situatie 
intermediarä intre problemä celor douä corpuri §i problemä 
(generalä a) celor trei corpuri). 

In aceste conditii, sä se demonstreze cä locul geome¬ 
tric al punctelor spa'feiului in care punctul material P este 

atras de punctele materiale P^ §i P 2 cu aceea§i for^ä, adi¬ 
cä 1 ^ 3 ^! = t ^2 ^ * este o sferä (echigravisferä) §i sä se de- 
termine raza §i pozi-^ia centrului acesteia. 


II 
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Fig.7.17. Pentru definirea eohigravisferei. 


Dupä transformäri eimple, cu conditia in2-inj^>0 din e- 
nuntf > rezultä ecua'^ia: 

(x+“ (inj^m2/(in2-‘“l)^^®^ ’ 

care este ecua^ia unui cerc de razä ^g= {y/i^/Cnig-«»i »a 01 
centrul 0 situat pe dreapta oe trece prin centrele atractiv» 
§i Pg, la distanta | Xg) = (m^/Cnig-de centrul atrac- 
tiv P^, in partea opusä centrului atractiv (care are masi 
mai mare). 

Cu foloBirea raportului q = m^/m^ , raza §i centrul echl- 
gravisferei ae exprimä prin formulele: 

5g = av/q/(l-q), 
jx I = aq/(l - q) • 

o . •* 

Qbser v atie : Demonstrarea teoremei de mal bub se poate 
face §i prin unnätoarea metoda (sinteticä) simplä: din condl- 
Ua puaä resultS H P^P jj / ISPgP II = \/q (=conBt.)<l, adicä ra- 
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portul dißtantelor punctului P de la punctele Pj §i Pg es¬ 
te oonstant. in geometria elementarä Be aratS cä un asemenea 
loc geometric eete o aferä avind diametrul !( AB II („Bfera lul 
Apolloniu"). 


7.67 


Sä se exemplifice proble»a 7.66 in cezvil sietemului 
Pärnint “ Lunä — nava cosmicä, gtiind cä q»1/81 §i cä 


a = 384 000 km. 


R ä s T) u n a : 000 km.. 


7.68 


Sä se atadieze migcarea planä a punctului material 
p, de masä neglidabilä (in eeneul restrictiei pre- 
cizate in problema 7.66,.inaä färä restrictia pueä pentru 
maeele. §1 actiunea a douä centre atraotive ce 


se considerä fixe, P^ §1 Pg („Probleme celor douä centre 
fixe" ~ problemä integrabilä a mecanicii ceregti^» 


Rezolvere s Presupunem cä vectorul vitezä initlalä a 

pimctului P ae gfi- 
segte in planul de- 
terminat de punctele 
Pß. Pp " 

pozitia inl^lalä a 
punctului P), care se 
considerä drept plan 
de coordonate, planul 

Oxy; orlglnea 0 ae ia 
3Sl?e“‘ 1« .adloc»! 
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lui äirectia dreptei ce une§te punctele 

§i ^2 ^2 (fig.7*18)* 

Dacä notäiD distanta dintre centrele fixe cu 2c , atuncl 
razele vectoare ale punctelor P^ §1 P 2 se determinä dupä for- 
mulele: 

-l-'-/JEEIZ’ ( 7 . 65 ) 

^2 * V * 

Ecuatiile diferentiale ale mi§cärii punctului P, atrao df 
centrele atractive P^ §i P 2 dupä legea lui Fewton, se scriu; 


X = 9ü/^x , 
y = 3ü/ay , 


( 7 . 66 ) 


unde functia de fort-ä a problemei este: 


U = G(in^/r^ *f m2/r2) , (7-67) 

G fiind conetanta gravitationalä; §i r 2 au expresiile mal 
sus stabilite, 

Acest ßiBtem diferential este echivalent cu urmätorul 
sistero canonic: 


dx/dt = 9H/^x , dx/dt = - BE/Bx , 

dy/dt = aH/ay ; dy/dt = - aH/ay , 


unde: 

H * T - ü , 

«p «p 

T=:(x fy ) fiind energie cineticä. 

Sistemul canonic diepune de integrale prima: 


( 7 - 68 ) 

(7-69) 


H(x, y, X, y) = h , 


(7.70) 


b fiind constanxä, 

Sisteiml (7.66) sau (7.66) neputindu-se integre direct, 
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Suler, Legendre §i Lagrange au arätat cä este posibilä intro- 
duceree unor variabile noi, astfei incit integrala generelä a 
ecua^iilor transformate sä se ob-^inä prin cuadraturi. 

Aceste variabile adimensionale sint determinate prin ur- 
mätoarele formule: 

9v-= (r^+r2)/{2c), yu = (r^-r2)/(2c) (7.71) 

§i sint numite coordonatele eliptice ale punctului din planul 
Oxy. 

Este dar cä locul geometric al punctelor pentru care 9^ = 
^const. este o elipsä avind focarele in P^ §i P^ §i semiaxa 
mare egalä cu 2Äc, iar locul geometric al punctelor pentru ca¬ 
re ^«const. este o hiperbolä cu acelea§i focare §i semiaxa 
realä egal! cu 2^c . Sistemul de referintä pentru coordonatele 
eliptice este deci construit dintr-o familie de elipse §i hi- 
perbole homocentrice, avind focarele in centrele atractive 
§1^2 (fig.7.18), 

Deoarece avem inegalitätile: 

r^*fr2^2c, Ir^-r^l^^ac, (7.72) 

coordonatele eliptice satisfac urmatoarele inegalitäti: 

14^^a), «1^^. :^1. (7.73) 

Bin formulele (7.69) §i (7.72) rezultä: 

X « -c9»yu. , y » cV('^^ - 1)(1 , (7.74) 

de unde: 

i = ~c(^^ + ’ 

• ^ ^ Y 75) 

Considerind CX f?i ^ drept noile variabile canonice $i 
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definind impulsurile generalizate corespunzätoare prin formu* 
leie: 


V - 3T/3Ä = -1))’'K , 


(7.76) 


ecuBtiile diferentiale in coordonatele eliptice vor fi: 


unde: 


d-X/dt = , 

d^/dt = 3H/3^' ; 


dTk'/dt = -9H/a5\ , 
d^'/dt = -3H/3^ , 


(7-77) 


H = T-U, 

ü = ((l/(c('X^-ya^)))((ni^+jn 2 )% -( 31 ^^- 012 )^) . 


Sistemul canonic (7.77), satiefäcind oonditiile teoremeJ 
lui Liouville (precum §i ale lui Stäckel), se integreazä prjn 
cuadraturi. 

Vom efectua aceastä integrere prin metoda lui Hamilton- 
Jacobi. Ecuatia diferentiala cu derivate partiale a lui Hamli 
ton-Jacobi este ln cazul nostru: 


(l/(2c'=(x^ - l)(3W/a'X)2+ (1 -yu^)(9W/a^)2) , 

= (G/CcCX^-^^)))((mj^+m2)Ä - (in^-ni2^)+h , . (7.79) 

Cäutind. solu'Jia acestei eouatjii sub forsna: 

W = W^(‘A)+W2(^) , , - _ (7.80) 

ecuatia (7.79) va fi verificatS daca punem: 

(X^-l)(dWj/d-A)^-2c^hX^-2Gk:(inT+Di2)7k - 2(X = 0, 
(l-^^)(dW 2 /d;i)^+ 2c^h^^+ 2 Gk:(m^-in 2 )/i + 2o(, = 0, 


(7.81) 
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unde ot eate a doua conetantä arbitrarä necesarä (afarS de h). 

Piecare din aoeste ecuatii, continind numai o variabilä 
independenta, ae integreazä prin aepararea variabilelor. 

Integrale completä necesarä a ecuatiei (7.79) ae gäsefte 
acinn, dupä fonnula (7.80), aub forma: 

W =5N/(2c^h^^ + 2Gc(mj^ + m2)!l + 2ot)/(':\^ - l) dX + 

+ ^’)/(2c^h^^ + 2Gc(mj-ro2)^ + 2oc.)/(^^ -TT . (7.82) 


Aplicind acum teorema Bamilton-Jacobl, ohtinem integr«!» 
generalä a sistemului canonic <1,71) dupä formiile,u< 


9'#/3a- = i t -'y', 

aw/s-x = -X' , aw/a^ = ^ , 


(7.83) 


unde (3 eint conetente arbiträre noi. 

Calculind derivatele parjjiale indicate, integrale genero- 
lä se obtine astfei; 

\(S/Em)-ldX.S(v/i^)-d;: =v/i|3 . 

^'x2(\/i(ör))-VA^ S/j^(v/ii^)-id^ = V 2 (t -Y) , 
\/2L(^/(-X^ - 1) = -A' , 

\/2M(^)/{^^ - 1) . ( (.f f') 


unde am notat ^ pentru preseurtare; 


I'C'X) « - 1 )(c^h 4 -Gc(m^+4-oc) , 

O O *L / 060 

M(^) * “ l)(c + Gc(m^~ m 2 )^.i + ct) . 

Ecuatiile (7.84) permit ’determinarea variabilelo^' % 
jk ca l'unctii de timp, t, §i de patru constante arbiträre, K. 
cc,p,Y-» care ecuatiile (7.76) §i (7.85) vor da derivjtit. 

-le in raport cu timpul ale aceator variabiles 
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i .v'2L(9v)/(o^(7t^ . 

ßi =r >/2M(^)/(c^(CK^ )) • 


(7.87) 


in sfir§it, coordonatele^dreptunghiulare x, y §i compo- 
nentele vitezei i. y ale punctului P ee oDtin dupä formulele 

(7.74) 5i (7.75). 

. Dar aoest prooedeu de obtinere a aolutiei problemei puse 
nu este efioient, datoritä faptului oä §1 ^ oe detenninä 
dintr-un Bietern de douä ecpatil transcendente cu douä necunoB- 
cute. De aoeea, E. A. Grebenikov, E. P. Akeionov §i V. G. Diomin 
au propuB un nou procedeu pentru determinarea lui 7v §i ^ 
aat pe foloeirea fomulelor (7.87) - reprezentxnd de fapt in¬ 
tegrale prime ale ecuatiilor (7-77) - ?! pe introduoerea unel • 
noi variabile independente, «T, in locul lui t , dupä formula. 


\/2dt = c2(9,2-/)d't. (7.88) 

Deoarece, conform formulelor (7.71): 

c 2(7.2.^2) «r^^r^. (7-89) 

noua variabilS f cre§te monoton cu timpul gi poate juca ace- 
la^i rol ca §i t . 

Bouatiile (7.87) in noua variabilä eint; 


d^A/dT » VKä) , 
= Vlt(^) , 


(7.90) 


care ne conduc, dupä integrare, la urmätearele cuadra tur l; 

(\/l*(X))~^d7^ - TC- TTp , 

% (y, 

= T- Tg , 


unde “Xg §i eint ralorile coordonatelor eliptice cores- 
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punzätoare valorii initiale a variabilei % («Tg), care poate 
fi consideratä coreepunzätoare epocii initiale tg; de aceeo 
\ /*o considerate drept valorile initiale ale vari- 

abilelor ^ gl 

Tranaformarea integralelor eliptice (7.91) - care depln- 
de, la rinduj eäu, de rädäoinile polinoamelor (7.86) - ne dä 
Bolutias 

■?> *Ä('C-Tg, ^\g, h,<Ä) , 
yi =^(T-r .^g, h, O.) , 

iar, dupä aceaeta, fonaula (7.88) dä §i timpul: 

V2(t-tg) = c^]^^(9^^_ 

Exprimarea conetentelor arbiträre prin valorile initjiale 
^o’ ^ 0 ’ ^ 1^^ pe seama cititorului. 

RäapuilB : h » (Xg +yg)/2- c)^+y2 + 

+ m2/'v/(Xg+c)^+y^) ; 

0^ . (l/2)(c'*('Xg-^g)^/('Ag-l))'Ag - 
-c^h^g - C5 c(iiLj^+ m2)'Xg = 

Vi p » 5> (TVg, ^g, h, ot) ; 

V2(tg~T) «^(V^Jg, h..<x) . 

prin uxnare, solutia generalä a problemei contlne numai patru 
conetante arbiträre independente. 


(7.92) 


(7.93) 
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O bservatll ?> D Problema celcr douä centre fixe este rt- 
zolvatä §± in cazul generalizet in care punctul material P 
mi^cä in spatiu, iar märimile §i compleat 

conjugate; in acest caz se foloseac a§a-nuniitele coordonate • 
lipsoidale. 

2) Interesul fs^ä de aceastä „problemä restrineä” clasioÄ 
a crescut mult in ultimul timp, in legäturä cu ßtudiul mied- 
rii satelitilor artificiali ai Pämintului §i a navelor cosml 
ce interplanetare. Astfel, in cadrul aceetui model matematlo 
se ob^ine o aproxlma.re suficient de bunä a cimpului grsvitat^t 
onal real al Päiiiintului, iar ecua^iile mi^xärii punctului m 
teria) in eimpul reepectiv^ se integreazä exact, solutia ob^l 
nute sab fomä de cuadraturi eliptice fiind mai aproape da r# 
alltäte decit aproximatia keplerianä (in cadrul cäreia Pämin 
tul este considerat drept punct material). De asemenea, miocn 
rea anei nave cosmice ce pleacä, de exemplu, de la Pamint 
T-unä, lemm sau Marte poate fi descrisä cu suficientä aproxl 
ma^ie ne baza acevStui model, intrucit durata zborului de la ut 
corp ceresc la altul este mai scurtä decit perioada de revolw 
tie a corpurilor respective in Jurul „corpuriior lor” cen* 
trale. 

3) Pe baza integralei energiei gi a altor formule ale modi 
lului matematiq al problemel celor doua centre fixe - stit 1 h 
cazul plan, cit §1 in cezul generalizat (al migcärii in epi^- 
tiu) - , se pot efectua numeroase oercetäri calitative aeupr« 
domenlllor fi formelor migcäri'^.or posibile ale punctului inftti 
rial P in raport cu sistemul de referin^ä considerat. 
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7.69 


Douä puncte materiale, (P^, m^) §i (P^, mg) se migcä 

intr-un plan fix, pe baza legii atractiei imiverea- 
le, descriind oercuri in jurul centrulul lor comun de maeä 
(G). ün al treilea punct material, (P, m), „de masä negli- 
jabilä" (in sensul restric-tiei precizate in enun^ul pro- 
blemei 7.66), se mi§cä in spatiu, sub actiunea gravitatio- 
nalä a primelor douä puncte materiale, (P^,m^) §i (P ,ni ). 
Sä se studieze mi§cärile acestui sistem de trei puncte ma¬ 
teriale, atit cantitativ cit §1 calitativ („problema re- 
ßtrinsä a celor trei corpuri”)* 


i c a 1; i i ; Se vor acrie, mai intii, ecuatiile migcärii 
„maeelor finite" gi mg in sistemul de coordonate GXfZ 
(sistem fix), care admit solutia particularä indicatä in e- 
nuntjul problemei. Se vor scrie, apat.„ esmtiile migcärii ab¬ 
solute a „masei neglijabile" in c» »selagi sistem fix 

de coordonate, GXY2. Dupä aceas'ta, e« vb. «tüege un sistem de 
axe de coordonate mobile, Gxyz, ccoßsiceriid Gnig drept axa 
Gx, lar axa Gy perpendicularä pe directia m^n^ , efectuin- 
du-se apoi transformarea ecuatiilor migcärii din sistemul fix 
GXYZ in sistemul mobil Gxyz . Se va aräta cä ecuatiile dife- 
rentiale ale migcärii, atit in sistemul de referintä fix, cit 
gl in sistemul de referintä mobil, admit o integralä prima a- 
nemänätoare Integralei energiei (Integrala lui Jacobi).ln ce.T 
de-al doilea sistem de coordonate, pe baza integralei prime 
obtinute, se va studia cazul V=0 (cpnstruirea „suprafetelor 
de vitezä relativä zero", nuitfite suprjäfetele lui Hill, pentru 
vBlorl date ale oonstantei de integrere, h) gi se vor deli- 
inlta regiunile din spatiu (in sectiunile planelor de coordo- 
nnte) in care migcarea punctului material (P, m) este posibi- 
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lä. Pentrii ßimplitate^ se va siege eietexnul de unitä^i de ml* 
ßurä astfei ce, pentroi CGßstanta atrac-tiei universale, sä a- 
vem G Ä 1 * 

Observatle : Cassul problemei restrinse a trei c'orpuri «• 
re o bibliografie deosebit de vastä, jucind un rol important 
in cercetärile asupra solu'tiilGr periodice ale unor sistem« 
dinamlce, precuin. §1 asupra iiii§carii Lunii, satell'^ilor arti« 
ficiali, sietemelor stelare binare etc. 







